GRUNDLAGEN DER FUNKTIONALANALYSIS

R.WEISSAUER

Metrische Raume

Ein metrischer Raum (X, d) ist eine Menge X mit einer Distanzfunktion
d: X xX — Rzo s

welche folgende Eigenschaften besitzt

e (Distanzeigenschaft) d(z,2’) = 0 genau dann wenn = = z’.
e (Symmetrie) d(x,z') = d(2', x).
o (Dreiecksungleichung) d(x, ") < d(z, ") + d(2', 2") fir alle z,2’, 2" in X.

Die Dreiecksungleichung impliziert die Vierecksungleichung

|d(x,2") — d(y,y)| < d(z,y)+d(2,y") .

Topologie. Die offenen Kugeln K, (zg) = {x € X | d(x,z0) < r} mit Radius r € R und
g € X definieren die Basis einer Topologie auf X. Man zeigt leicht: Eine Menge U C X
ist offen beziiglich dieser Topologie, wenn gilt: z € U = 3Ir > 0 mit K, (x) C U. Eine
Folge x,, € X konvergiert gegen einen Grenzwert x € X genau dann wenn die reelle Folge
d(z,x,) eine Nullfolge ist. Wegen der Dreiecksungleichung ist der Grenzwert konvergenter
Folgen eindeutig bestimmt.

Cauchyfolgen. Eine Folge z,, € X heisst Cauchyfolge (kurz CF), wenn fiir jedes € > 0
eine natiirliche Zahl N existiert mit d(xy,, zy) < € fiir alle n,m > N. Jede konvergente
Folge ist eine CF. Jede CF ist beschrankt, d.h. enthalten in einer Kugel K, (zo).

Produkte. Das cartesische Produkt zweier metrischer Réume (X, dx) und (Y, dy) ist der
Raum X x Y mit der Produktmetrik d((z,y), («/,vy")) = dx(x,2") + dy (y,y).

Teilrdume. Sei (X, dx) ein metrischer Raum und Y C X eine Teilmenge. Dann definiert
die Teilraummetrik dy = dx|y«y einen metrischen Raum (Y, dy). Eine Teilmenge Y
heisst abgeschlossen im metrischen Raum (X, dx), wenn gilt: Fiir jede Folge z,, € Y,
welche in (X, dx) gegen x konvergent, gilt * € Y. Der Abschluss Y einer Teilmenge Y
ist die kleinste abgeschlossene Teilmenge A C X welche Y enthilt, also der Durchschnitt
aller abgeschlossenen Y mit A C Y C X. Man sagt, eine Teilmenge Y liegt dicht in X,
wenn ihr Abschluss gleich X ist.
1
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Stetigkeit. Eine Abbildung f : (X,dx) — (Y,dy) heisst stetig im Punkt z, wenn fiir
jede in (X, dx ) konvergente Folge x,, mit Grenzwert z gilt, dass f(x,) gegen f(x) in (Y, dy)
konvergiert. Aquivalent dazu ist

Ve>036>0Ve € X (dx(/,2) <8 = dy(f(2)), f(z)) <e) .

Dies zeigt man wie in der Analysisvorlesung. Die Abbildung f heisst stetig, wenn sie in
allen Punkten z in X stetig ist. Aquivalent dazu ist, dass die Urbilder f~1(V) beliebiger
offener Mengen V in Y offen in X sind. C'(X) bezeichne den Raum der stetigen R-wertigen
Funktionen auf (X, d).

Eine Abbildung f : (X,dx) — (Y, dy) heisst gleichméssig stetig, wenn gilt
Ve>036>0Ve,2' € X (dx(2/,2) <6 = dy(f(2)), f(z)) <e) .

Beispiele fiir gleichmassig stetige Abbildungen sind Isometrien, d.h. Abbildungen mit der
Eigenschaft dx (z,2') = dy (f(x), f(2')) fir alle z,2’ in X.

Beispiel. Fiir A C X definiert d(x, A) = inf,e4 d(z,a) eine Funktion auf X mit Werten
in R>o. Wenn A abgeschlossen in (X, d) ist, gilt d(z, A) = 0 genau dann wenn = € A. Die
so definierte Funktion d(., A) ist gleichméssig stetig auf X, denn

[Wéhle a,, € A mit d(z, A) < d(z,an) < d(z,A) + 1/n. Aus d(y, A) < d(y,a,) < d(y,x) +

d(z,a,) < d(z,y) + d(z,A) + 1/n folgt d(y,A) — d(zx,A) < d(x,y) im Limes n — oo.
Vertauscht man z,y, folgt die Behauptung.]

Definition. Ein metrischer Raum heisst vollstandig, wenn jede CF in X konvergiert.

Der Euklidsche Raum mit der Euklidschen Metrik ist vollstandig. Das Produkt vollstandiger
Ré&ume ist wieder vollstandig, wie man leicht sieht.

Lemma. Sei A C X und (X,dx) sei ein vollstindiger metrischer Raum. Dann sind
dquivalent:

(1) A ist abgeschlossen in X
(2) A ist vollstindig bzgl. der Teilraummetrik.

Beweis. (1) = (2). Ist A abgeschlossen in X und a, € A eine CF in (A,d4) und
damit (X,dx), dann konvergiert a,, gegen ein z € X, da (X, dyx) vollstiandig ist. Da A
abgeschlossen ist, folgt a € A. (2) = (1). Sei umgekehrt a,, eine Folge in A, welche gegen
x in (X, dyx) konvergiert. Da (A, d4) vollstandig ist, konvdergiert die Folge a,, auch gegen
einen Grenzwert a € A. Da der Grenzwert einer konvergenten Folge eindeutig bestimmt
ist, folgt z = a € A. QED
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Hausdorff Vervollstandigung

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Wir suchen einen vollstindigen metrischen Raum (X, d)
zusammen mit einer isometrischen Abbildung

i (X,d) = (X,d)

derart dass das Bild i(X) von X dicht in (X,d) liegt. Das Datum (X,d,i) nennt man
eine Vervollstdndigung des metrischen Raumes (X, d).

Eine solche Vervollstandigung konstruiert man wie folgt

= [OF in (X,d)}/ ~

beziiglich der folgenden Aquivalenzrelation auf der Menge der CF in (X, d):

() ~ (2)) <= d(xp,z}) ist eine reelle Nullfolge.

n

Man konstruiert d : X x X — R durch den Ansatz

cf(x, y) = lim, d(xnv yn)

fir CF z = (z5,) und y = (y») in (X,d). Man muss dann zeigen

(1) d(zp,yn) ist konvergent in R

(2) CZ(w y) hingt nur ab von der Aquivalenzklasse von x resp. ¥

(3) d definiert eine Metrik

(4) i(x) := konstante Folge x definiert eine Isometrie i : (X,d) = (X,d).
(5) i(X) liegt dicht in (X,d).

(6) (X,d) ist vollstéindig

Beweise. (1) folgt aus der Vierecksungleichung |d(x,,yn) — d(@m,ym)| < d(Tn,zm) +
d(Yn, ym) < 2¢ fiir n,m > N(g), da z,y CF. (2) |d(zpn,yn) — d(x),, yn)| < d(xp,2),) +0 < e
fiir n > N(e), falls z ~ 2. (3) Offensichtlich ist d symmetrisch und die Dreiecksungleichung
iibertrigt sich durch Limesbildung. Aus cf(x,y) = 0 folgt d(zp,yn) — 0 und damit per
Definition # ~ y, also die Distanzeigenschaft. (4) Offensichtlich gilt d(z,y) = d(x,y)
fiir Punkte z,y aus X. (5) Die Klasse der CF & = (x,,) in X ist der Limes der Folge
i(x1),i(x2), .. € X, denn d(x,i(2p)) = limy, d(@m, z,) < € fiir n (und m) grosser als N(e).
Es bleibt also (6)

Vollstindigkeit von (X,d). Sei dazu 2,22, ... eine CF in (X,d). Zur Erinnerung:
Jedes der z®) e X ist dabei per Definition eine Aquivalenzklassen von CF in (X,d).
Anstatt mit Aquivalenzklassen zu rechnen, rechnen wir mit geeigneten Reprasentanten.
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Wir stellen uns also z(®) als eine CF in X vor und wéhlen den Reprintanten in seiner
Klasse so, dass gilt (*)
W = (@)pen @ 2)) <1/k (Y m,n) .

[Eigentlich gilt das a priori nur fiir alle m,n > N(k). Aber man kann zu einer Teilfolge
iibergehen, etwa durch Weglassen der ersten N (k) Folgenglieder. Diese Teilfolge ist in der
selben Aquivalenzklasse]. Mit Hilfe der Praparation (*) ist die Diagonalfolge

S (A o) s (2)
Ti=(Tp) , T1=axy T2 =12y ..

eine CF in (X, d). In der Tat gilt d(&,, Zm) = d(x%n), x%n)) < d(m&”),xﬁf)) + d(xlin), mém)) +
d(:v,(gm),mggq’)) fur alle k. Ist k gross, gilt d(m,(fn), ac,(vm)) < /3. Ist n gross, gilt d(m%n),:nl(gn)) <
£/3 und ditto fiir d(x,(gm),x%n )) auf Grund von (*). Also definiert die Klasse von & einen
Punkt in X.

Behauptung. Es gilt limj, 2(*) = # im metrischen Raum (X, c?)

Beweis. d(&,2®) = lim,, d(x,(ln),x%k)). Beachte d(x%n),x%k)) < d(x%n),x,(f)) + d(x,(ck),x%k))
und d(az(zn), x,(f)) — 0 fir n,k — oo (da & CF). Wegen d(x,(f), x%k)) < 1/k geht der zweite

Ausdruck gegen Null fiir £ — oo. Es folgt limy d(z, :U%k)) =0, also & = limy, 2®) in (X, cZ)
QED

Fortsetzungssatz. Sei f : (X,dx) — (Y,dy) eine gleichmdassig stetige Abbildung. Dann
existiert eine eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung f : (X,dx) — (Y,dy), welche das
Diagramm

Sy
7

f

— Y

NCT> <o

kommutativ macht.

Beweis. Fiir eine CF z, in (X,dx) ist y, = f(z,) eine CF in (Y,dy). In der Tat
gilt dy (Yn,ym) < € fir dx(zp,xm) < 0(¢) wegen der gleichméssigen Stetigkeit von f,
und letzteres gilt fiir n,m > N(6(c)). Setze damit f(z) := y fiir die Aquivalenzklasse
xz der CF (z,). Dies ist wohldefiniert: Gilt 2/ = (z],) ~ = = (z,), dann folgt v/ =

n

(f(z])) ~y = (f(zy)), denn der selbe Schluss fithrt lim,, dy (f(x7,), f(zy)) = 0 mittels der
gleichméssigfen Stetigkeit auf lim,, dx (x},, z,,) = 0 zuriick. Die Fortsetzung f ist durch das
Diagram eindeutig festgelegt, wenn sie stetig ist (Dichtigkeit von i(X) in X ). Die Stetigkeit
von f zeigt man wieder durch einen Diagonalfolgenschluss. Die Details seien dem Leser
iiberlassen. QED
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Der Satz von Baire

Seien F, = E, (z,) = {z € X |d(z,x,) < r,} abgeschlossene Kugeln eines metrischen
Raumes (X, d) mit Radien 7, > 0 und der Eigenschaft:

E1DFEy;DFE3D ---

Intervallschachtelungs-Prinzip. Ist (X,d) vollstandig und gilt lim, r, = 0, dann ist
der Durchschnitt dieser Kugeln nichtleer und besteht aus einem einzigen Punkt x € X

{z} = ﬂEn.

Beweis. Fir die Mittelpunkte gilt d(zy, ) < r, fiir m > n wegen z,, ,, € E,. Somit
ist z,, eine CF. Sei x ihr Grenzwert. Dann gilt d(x, z,) < r, wegen d(zp,, z,) < 7y, (bilde
den Limes iiber m (m > n). Also liegt  im Durchschnitt aller Kugeln FE,. Fir y im
Durchschnitt folgt d(z,y) < d(x,z,) + d(xn,y) < 2r,. Im Limes d(z,y) = 0, also x = y.
QED

Satz von Baire. Sei (X,d) vollstindig. Enthdlt eine abzihlbare Vereinigung \U,~, Ay,
abgeschlossener Teilmengen A, C X eine offene nichtleere Kugel K, (x1), dann enthdlt
bereits eines der A, eine nichtleere offene Kugel V.

Beweis. Falls dies nicht richtig wére, wéire der Durchschnitt von K, (z1) mit X \ A; offen
und nichtleer, enthélt damit selbst eine offene Kugel K, (z2) (0BdA mit ro < r1/2) sowie
auch (oBdA durch Verkleinern von r3) deren Abschlufl E,,(z2). Wiederhole den Vorgang
fir X \ Az und K,,(z2). Dann ist {z} = (2, Ey, (zn) ¢ U,—, A, nach Iteration. Wegen
x € Ky, (z1) ein Widerspruch zur Annahme. QED

Beispiel. Ist F eine Familie stetiger Abbildungen f : X — R, dann ist
Ay ={zeX | fl@)<n,VfeF}= ()" ((—o0,n))
feF

abgeschlossen in X und die Vereinigung dieser A,, ist ganz X. Es folgt

Satz. Ist F punktweise beschrankt, d.h {f(z), f € F} ist beschrankt in R fir alle x € X,
dann existiert eine offene Kugel V in X und eine Konstante C mit

fle)<C , VYzeV, feF.
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Kompakte metrische Raume

In metrischen Radumen (X, d) gilt das Hausdorffsche Trennungsaxiom, denn Punkte x # y
in X konnen durch offene Kugeln vom Radius 0 < r < %d(l‘, y) getrennt werden.

Satz. Ein metrischer Raum (X, d) ist iberdeckungskompakt (1) genau dann wenn (X, d)
folgenkompakt (2) ist. Aquivalent dazu ist (3): (X,d) ist vollstindig und prikompakt'.

Bemerkung 1. Bekanntlich ist (1) dquivalent zu Cantors Kriterium (1): Ein Durch-
schnitt von abgeschlossenen Teilmengen von X ist nichtleer, wenn alle endlichen Teil-
durchschnitte nicht leer sind [Zum Beweis betrachte die Komplemente endlicher offener
Teiliiberdeckungen von X|. Gilt (1) fiir X, dann auch fiir abgeschlossene Teilmengen A.

Bemerkung 2. Aus der Prikompaktheit eines metrischen Raumes X folgt die Existenz
einer abzéhlbaren dichten Teilmenge in X [n&mlich die Vereinigung fiir n = 1,..., der
Mittelpunkte endlicher Uberdeckungen durch Kugeln vom Radius 1/n.]

Beweis des Satzes. Aus (3) folgt (2) leicht durch einen Schubfachschluss. Aus (2) folgt
umgekehrt die Vollstandigkeit? und damit (3), denn gibe es fiir ein ¢ > 0 keine endliche
Uberdeckung von X durch Kugeln vom Radius ¢, dann gibt es fiir je endlich viele Punkte
X1y ..., Tp € X eine Punkt x,41 € X mit d(xp41,2;) > ¢ fiir alle i = 1,..,n und dies wiirde
eine Folge in X ohne konvergente Teilfolge definieren.

Aus (2) folgert man leicht die Aussage (1)’ fiir abzéhlbare Durchschnitte und damit (1)
fiir abzdhlbare Vereinigungen. Wegen (2) = (3) kann man aber mit Hilfe der Bemerkung
2 eine beliebige offene Uberdeckung von X zu einer abzihlbaren offenen Teiliiberdeckung
ausdiinnen. Somit folgt (1) aus (2). Aus (1) schiesslich folgt (2) wie folgt: Fiir eine
Folge z, € X ohne konvergente Teilfolge gibe es fiir jedes z € X eine offene Kugel
K (x) um, welches unter den Folgengliedern als Element hochstens = besitzt. Somit ist
A = {x1,x2,...} abgeschlossen in X, denn das Komplement von A ist die offene Menge
Ux¢ 4 K(z). OBdA also X = A. Somit ist X diskret und {iberdeckungskompakt, also
endlich. Ein Widerspruch, da dann nach dem Schubfachprinzip eine konvergente Teilfolge
existieren miisste. QED

Bemerkung 3. Ein metrischer Raum (X, d) heisst abzdihlbar kompakt, wenn X sich als
Vereinigung von abzéhlbar vielen kompakten Teilmengen schreiben lasst. Aus Bemerkung
2 folgt fiir solche Rdume X die Existenz einer abzahlbaren dichten Teilmenge in X.

Ist X kompakt, definiert doo(f,9) = sup,cx |f(x) — g(x)| eine Metrik auf dem Raum
stetigen R-wertigen Funktionen C(X) und C(X) ist Cauchy vollstdndig. Sei ||f|lcc =

LX heisst prakompakt, wenn fiir jedes gegebene £ > 0 eine endliche Uberdeckung von X durch offene
Kugeln vom Radius < ¢ existiert.

2denn eine CF mit einer gegen = € X konvergenten Teilfolge konvergiert gegen x. Dies folgt unmittelbar
aus der Dreicksungleichung.
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Stone-Weierstraf3

Sei X ein metrischer Raum. Ein Verband B ist ein R-Vektorraum von Funktionen X — R
mit der Eigenschaft f(z) € B = |f(z)| € B. Wegen max /min(f,0) = 3(f £ |f]) sowie
max / min(f, g) = g + max /min(f — g,0) ist B unter der Bildung endlicher Minima und
Maxima abgeschlossen.

Beispiel. C'(X) ist ein Verband. Die stetigen Funktionen C4(X) C C(X) mit Tréger in
einer Teilmenge A C X bilden einen Verband.

Sei B ein Verband mit folgender Eigenschaft (*):
e Fiir je zwel Punkte x # y in X und reelle Zahlen a,b € R gibt es eine Funktion
fry € B mit der Eigenschaft f, ,(x) = a und f;4(y) = b so daB8 f,, stetig ist in
einer Umgebung von z und y.

Ist B in C(X) enthalten, ist natiirlich f,, automatisch stetig.

Lemma. Sei B ein Verband auf X mit der Eigenschaft (*), X kompakt und g eine stetige
Funktion auf X. Dann existiert fir jedese > 0 ein f € B mit der Eigenschaft dso(g, f) < €.
Ist g > 0, kann f > 0 gewdhlt werden.

Beweis. Fiir ¢ # y € X existiert ein f,, € B mit f; () = g(z) und f;,(y) = g(y). Fiir
festes = existiert zu jedem y eine offene Umgebung V' (y) mit supycy (y)|fey (') —9(y')| <,
da g und f,, bei y stetig sind. Endlich viele V' (y1), .., V(ym) der V(y) iiberdecken X. Das
Infimum f; :=inf(fz 4., -, fzy,) ist in B (wegen der Verbandseigenschaft) und stetig in
einer Umgebung von z mit

fo(x) =g(x)  fuly) <gly) +e (WeX).
Fiir jedes x gibt es analog eine offene Umgebung U(z) mit sup, ey lg(@’) — fa(2')| < e.
Endlich viele U(x1),..,U(zy,) tiberdecken X. Fir f = sup(fsz,, -, fz,) € B folgt

f@)>g(@)—¢e , [fly)<gly)+e (a,yeX),
also doo(f, g) < €. Ersetze f durch max(f,0) im Fall g = max(g,0) > 0. QED

Satz. Sei X kompakt und A C C(X) eine R-Unteralgebra von C(X) mit 1. Ewxistiert
fiir jedes Paar x # vy in X ein f € A mit f(z) # f(y) (Punktetrennung), dann liegt A
dicht in C(X). (Im Fall A C C(X,C) fordert man noch f € A=i-f€ Aund f € A).

Beweis. Der Abschlufl A von A in C'(X) (Cauchy Komplettierung) ist wieder eine Algebra
und enthélt A, ist also punktetrennend. ObdA ist daher A abgeschlossen in C(X). Wegen
des letzten Lemmas geniligt es zu zeigen: A ist ein Verband, d.h. f € A = |f| € A.
Also geniigt es aus 0 < h = f2 € A eine positive Wurzel ;vh € A ziehen zu kénnen.
Im Fall 0 < ¢; < h < ey <1gilth=1-g mit [g]lec <1 und die Taylorentwicklung
Vh =1-12g+ - konvergiert in A C C(X). Ersetzt man die beschriinkte Funktion h
durch ¢ - (h + d) mit kleinen positiven Konstanten ¢, d, kann man also die Wurzel in A
ziehen. Da ¢ eine Wurzel besitzt, gilt /A + d € A. Im Limes d — 0 folgt vh € A. QED
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Lokalkompakte metrische Raume
Sei K eine Kollektion von Teilmengen von X.

Durchschnitts-Lemma. Der von charakteristischen Funktionen x g der endlichen Durch-
schnitte K von Mengen in K erzeugte R-Vektorraum B ist ein Verband. Ist K abzdahlbar,
hat B ein abzdhlbares Erzeugendensystem.

Beweis. OBdA #K = n < oo. Fiir I C {1,...,n} sei K(I) = (\;c; K;. Jedes f € B
hat die Gestalt f(z) = > g.rcq1,.ny€r - Xx()(x) oder alternativ die Gestalt f(z) =
E@;ﬁ[g{l,...,n} dr - xm(n(x) fiir die 2" disjunkten Mengen M(I) = [\;c; K; N ﬂigl K¢
Umgekehrt ist jedes x 7(7)(z) in B. Dies zeigt man durch Induktion nach n (Ubungsaufgabe).

Der Fall n = 2 ist klar. Der Ubergang von f(x) zu |f(x)| entspricht dem Ubergang von d;
zu |dr|. Daraus folgt die Verbandseigenschaft. Der Rest ist klar. QED

Folgerung. Der R-Vektorraum K(X), erzeugt von den charakteristischen Funktionen der
kompakten Teilmengen E eines metrischen Raumes (X,d), ist ein Verband.

(X, d) heisst lokalkompakt, wenn es zu jedem Punkt £ € K eine offene Kugel K,(§)
vom Radius r > 0 gibt, die in einer kompakten Menge K enthalten ist. Damit ist die
abgeschlossene Kugel E(¢) C K, (§) vom halben Radius r(§) = /2 kompakt.

Beispiel. Q C R ist abzéhlbar kompakt, aber nicht lokalkompakt. Ein lokalkompakter
metrischer Raum besitzt eine abzahlbar dichte Teilmenge genau dann, wenn er abzéhlbar
kompakt ist. Jede offene Teilmenge X C R"™ ist lokalkompakt und besitzt eine abzéhlbar
dichte Teilmenge, ist daher abzédhlbar kompakt.

Ist (X, d) lokal kompakt, erfiillt der Verband K (X) Eigenschaft (*) des letzten Abschnitts.

Korollar. Auf einem lokal kompakten metrischen Raum X kann jede Funktion f € Cc(X)
beliebig gut in der d-Metrik durch eine Funktion in K(X) approzimiert werden.

Die Umkehrung gilt auch, wenn man den Begriff der Approximation modifiziert. Dies ist
notwendig, denn in der Regel sind ja die Funktionen xyg € K(X) unstetig, und eine un-
stetige Funktion kann nicht durch eine gleichméssig konvergente Folge stetiger Funktionen
approximiert werden. Ersetzt man gleichméssige Konvergenz (d.h. du-Konvergenz) durch
monotone Konvergenz, erhilt man folgende Umkehrung.

Lemma. Sei (X, d) lokalkompakt und K C X kompakt. Dann existiert A C X kompakt und
eine monoton fallende Folge stetiger Funktionen Xk, mit Trager in A, welche punktweise
gegen die charakteristische Funktion xx von K konvergiert.

Beweis. Uberdecke K durch die offenen Kugeln K¢ (&) fir £ € K. K ist kompakt ist,
also K C U = Uges Kre)(§) (1 endlich). U ist offen, A :={Jee; E(€) ist kompakt mit

KcUCA
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sowie d := min,e 4\ (d(a, K)) > 0. Nach Wahl von d haben die stetigen Funktionen

d(z, K)
d

ihren Trager in A und konvergieren punktweise monoton fallend gegen xx. QED

it = max(0,1 )" € Ca(x) C Cux)

Lemma 2. Mit obigen Bezeichnungen gibt es einen abzdhlbar erzeugten Untervektorraum
von Cx(X), dessen Einschrinkung auf K dicht liegt in C(K) beziiglich d.

Beweis. Uberdecke K durch endlich (!) viele der kompakten Kugeln F(¢) ¢ K vom Radius
< 1/n. Sei M,, die Menge dieser Kugeln, dann ist M = (J;2 ; M,, abzéhlbar. Die Menge
K der endlichen Durchschnitte £ von Mengen aus M ist abzahlbar.

Jedes f € C(K) ist gleichmaéssig stetig: Fiir € > 0 existiert n € N mit |f(x) — f(y)| < ¢,
falls d(x,y) < 1/n. Daher kann f € C(K) in der ||.||cc-Norm durch die Funktionen in
dem Verband @ R - xg beliebig gut approximiert werden. Jedes xg € L*°(X) wird
in der ||.||s-Norm beliebig gut durch die Funktionen xp, approximiert. Somit erzeugen
die abzdhlbar vielen xg, € Ca(X) fir E € K, n € N eingeschrénkt von X auf K einen
dichten Unterraum von C'(K). QED

Sei Ce(X) = Ua rompakt Ca(X) der Verband der stetigen Funktionen mit kompaktem
Trager. Ein Radon Integral I auf einem lokalkompakten metrischen Raum X ist dann
per Definition eine monotone R-lineare Abbildung I : C.(X) — R.

Lemma. Fin Radon Integral I definiert ein Integral auf dem Verband B = C.(X).

Beweis. Hat f € C.(X) Trager in der kompakten Menge K, dann folgt aus der Monotonie
des Radon Integrals |I(f)| = [I(f+) — I(f-)| < mazx(|I(f+)]) < I(¢x) - ||fllco- Hier sei
¢k eine beliebige Funktion in C.(X) mit der Eigenschaft px > 0 und o = 1 auf K, z.B
also px = XK. Fir jede monoton fallende Folge f,, € C.(X), die punktweise gegen eine
Funktion f € C.(X) konvergiert, haben die Funktionen f,, ihren Tréger in der kompakten
Menge K = supp(f1 — f) U supp(f). Aus dem Satz von Dini folgt daher lim,, ||f — fp|co-
Die obige Abschatzung |f — full < I(¢x) - || f — fulloo zeigt daher limy, |I(f) — I(f,)| = 0.
Also ist I ein Integral auf B = C.(X). QED

Es folgt xx € B]?m wegen 0 < volf(K) := I~ (xk) = limy, I(xKn) < 00 und xrn ¢ XK-
Die Abschétzung im obigen Beweis impliziert dann sogar

Lemma. Ist f eine stetige Funktion mit Trdger in der kompakten Menge K und I ein
Radon Integral auf X, dann gilt

()| < volr(K) - || fllo -
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Normierte Raume

Sei V ein R-Vektorraum. Eine Funktion
”H V= RZO
heisst Norm, falls gilt

e ||v]| = 0 genau dann wenn gilt v = 0.
o [N-v||=\-|v] fir \eRyveV.
o v+ wl| < |lv|| + ||w]| fur alle v,w € V.

Bemerkungen 1) Die Einschrénkung einer Norm auf einen R-linearen Teilraum definiert
wieder einen normierten Raum. Zwei Normen |.||, .|| heissen &quivalent, wenn es Kon-
stanten ¢y, ¢o > 0 gibt mit ¢1]jv]| < ||| < ez|jv||. Aquivalente Normen definieren dieselbe
Topologie auf V; die Umkehrung davon gilt auch.

2) Das Produkt V = V; x V5 (oder Vi @ V3) zweier normierter Raume (V;, ||.||;) ist wieder
ein normierter Raum mit der Produktnorm ||(v1,v2)|| = [Jv1]l1 + [|vz||2-

3) Die Abbildung d(v,w) = ||[v — w|| definiert eine Metrik auf V.

4) Ein normierter Raum ist ein Vektorraum V mit einer Metrik d derart dass gilt

d(o(v), p(w)) = ] - d(v, w)
fiir alle v, w € V und alle Abbildungen p(v) = A-v+wvg, vg € V und 0 # X € R. Man nennt

|| = |A| den Modulus von ¢. Die Isomorphismen ¢ : V' — V sind gleichmaéssig stetige
Automorphismen von V.

5) Die Addition +: V x V — V ist gleichmaéssig stetig (Dreiecksungleichung).

6) Wegen 4),5) setzen sich die Skalarmultiplikation ¢(v) = Av und die Addition zu stetigen
Abbildungen der Komplettierung V von V fort. Man sicht daher leicht: Die metrische
Komplettierung V eines normierten Raumes definiert wieder einen normierten Raum.
Dieser ist vollstandig, d.h. jede CF in 1% konvergiert in V.

7) Die Vollkugel E = {v € V | ||v|]] < 1} ist konvex wegen der Dreiecksungleichung:

v,we€ E=t-v+(1—t)-w e E firalet € [0,1]. Ausserdem gilt E = —E und

E N L ist abgeschlossen fir jede Gerade L durch den Nullpunkt mit EN L # {0},L. E

bestimmt die Punkte mit Norm 1 und damit die Norm. Umgekehrt definiert jede Teilmenge

E C V mit den oben genannten Eigenschaften eine Norm ||.|| auf V. [Fir x = ||z|| - v und
[]]

y = llyll - w mit v,w € E setze t = ror € [0,1]. Dann folgt ||z +y[| < [[z]| + [ly|| aus
vweE=t-v+(1-t) wekE].

Definition. Ein Banachraum ist ein vollstindiger normierter Raum.

Lemma. Die Komplettierung V eines normierten Raumes V ist ein Banachraum.

Beweis. Bemerkung 6). QED
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Der Dualraum X*

Seien X und Y normierte Rdume und sei L(X,Y) der Raum aller stetigen R-linearen
Abbildungen F : X — Y. Bezeichnung: K, (xg) :={z € X | ||z — x| < r}.

Lemma. Fir eine R-lineare Abbildung F': X — 'Y sind dquivalent

(1) F ist stetig

(2) F ist stetig in einem Punkt

(3) F ist stetig im Nullpunkt

(4) Es gibt eine reelle Konstante C mit ||F(z)|ly < C - ||z|x fir alle x € C
(5) F ist gleichmassig stetig.

Beweis. Ist F stetig im Punkt xg, dann auch im Punkt Null. [Betrachte dazu f(x) =
f(z + z9) — f(xo) fur x nahe bei Null.] Ist F' stetig im Nullpunkt, gibt es fiir ¢ > 0 ein
0 > 0mit F'(K5(0)) C K(0). Alsogilt ||F(z)|| < C-||z| fiir jedes C > %. Die Implikationen
(4) = (5) = (1) = (2) sind trivial. QED

Fir F € L(X,Y) ist damit die Operatornorm

F(x)|y
] sup LE)]

—— < C
a0 |l2llx

wohldefiniert. Es gilt fiir alle z in X
NF@I < IFI - =]
und daraus folgt ||F o G| < ||F| - ||G]l.

9

Lemma. Der Operatornorm definiert eine Norm auf L(X,Y). Ist' Y wollstindig, so ist
L(X,Y) vollstindig.

Beweis. ||[F+ G|l = supjz=1[|(F + G)(@)[| = supz)=1([|F(2) + G(@)|| < sup)jz)=1[|F ()| +
sup|g|=1 |G (@)|| = [[F|| + |G]|. Also ist L(X,Y") ein normierter Raum.

Fiir eine CF F,, in L(X,Y) gilt ||F,|| < C fiir ein C' € R. Dann ist F,(z) eine reelle CF
fir festes z € X wegen ||F,(z) — Fp(z)|| < ||z| - [|[Frn — Fall < 2C||z||. Ist Y vollstandig,
existiert lim,, F},(x) fiir jedes festes x, da F),(z) eine CF in Y ist. Offensichtlich ist F'(z) :=
lim,, F,,(z) linear in der Variable z. Um zu zeigen, dass F' stetig ist, benutze

[En (@) < [[Fn] - [lz]l < C - ]
und im Limes (Stetigkeit von .|| und F},)
()] = [im £, (2)[| = lim [ £ (2) | < C - lz]] -

Somit ist F stetig mit Norm || F|| < C. Aus ||(F,, — F)z|| < el|z|| fir n,m gross genug
folgt im Limes m — oo dann ||F — F,|| < ¢, fiir n gross genug. QED

Korollar. Fir einen normierten Raum X ist X* vollstandig beziiglich der Operatornorm.
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Gleichmassige Beschrianktheit

Satz (Banach-Steinhaus). Sei X ein Banachraum, seiY ein normierter Raum und F C
L(X,Y) eine Menge stetiger linearer Abbildungen. Dann gilt: Ist F punktweise beschrankt
{||[F(x)|ly, F € F} ist beschrdnkt in Y fir alle x € X,
dann ist F (Operatornorm)-beschrinkt
{||F||, F € F} ist beschrankt in R .

Beweis. Aus dem Satz von Baire folgt: 3U C X offen mit F(U) beschrénkt und damit
enthalten in einer Kugel K(0). Wahle K, (z9) C U. Es folgt F(K,(0)) C F(U) —F(z¢) C
K.(0) fir ¢ = R+ supper||F(z0)||y. Also ||F|| < ¢/r < oo fiir alle F € F. QED

Satz von der offenen Abbildung. Sei F': X — Y stetig linear mit

(1) X,Y wollstindig

(2) F surjektiv.
Dann ist F' eine offene Abbildung. Insbesondere ist F ein Homdomorphismus
bijektiv ist.

3 wenn F

Beweis. Schritt 1) Fiir festes 0 € W offen in X gilt X = J;2 n-W. Aus Y = F(X)
folgt daher Y = J,~, n - F(W) und damit Y = |J;~, A, fiir die abgeschlossenen Mengen

n=1

Ap=n-F(W)in X.

Schritt 2) Beachte Y ist vollstandig. Aus dem Satz von Baire folgt daher In mit V' C

A, = n - F(W) fir eine offene Kugel V- = K, (yo),7 > 0. ObdA ist dann n = 1 (ersetze
r,yo durch r/n,yo/n) und damit

Kr(yO) C (W) :
Schritt 3) Wir hétten jetzt gerne yo = 0. Fiir beliebiges 0 € U offen in X wéhle dazu
0 € W C X offen mit W — W C U (Stetigkeit der Differenzabbildung). Dann gilt 0 €
V-V CFW)-FW)CFW-W)cCF(@U). DaV —V offen in Y ist, findet man in
V — V eine kleine Kugel K,/(0). Notation: Wir ersetzen nun 7’ durch r, yo durch 0 und U
durch W und erhalten: Fiir gegebenes 0 € W = K;(0) in X gibt es ein r > 0 mit (*)

K, (0) C F(K1(0))|.
Schritt 4) Wahle reelle Folge €, > 0 mit Y -, &, < 1. Fiir y,, € K., (0) gibt es wegen (*)
Kr.e,(0) C F(K,(0))

einen approximierenden Vektor F'(x,) mit z, € K, (0) so dass

lyn — F(@n)[| <7 -entr

3also gilt ¢1||z||x < ||[F(z)|ly < call@||x fiir gewisse Konstante c1,ca > 0.
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Startet man mit einem beliebigen y = y; in K., (0), erhdlt man durch Iteration eine Folge
von Vektoren z,, € K., (0) und ypy1 =y — > 1y F(xi) € Kr.e,, ., (0) mit

n
ly — ZF(CUZ)” = lynt1ll < 7-ent1 -

i=1
Wegen ||z,|| < e, konvergiert z := > >, x, in X, und es gilt ||z]| < Y e, < 1 sowie
y = F(z). Es folgt
K,..,(0) C F(K1(0)) .
Da F linear ist, folgt daraus durch Translationen, dafl fiir jeden Punkt yg € Y die Kugel
K., (yo) im Bild von K (xg) liegt, falls yo = F(z9). QED

Satz vom abgeschlossenen Graph. Sei F': X — Y eine R-lineare Abbildung zwischen
Banachrdumen. Dann sind dquivalent

(1) F ist stetig.
(2) Der Graph I'r C X XY ist abgeschlossen.

Bem. Hierbei wird vorausgesetzt, dass die Produktnorm |[(z,y)]| = ||z|x + ||y|ly auf
X xY gewdhlt wurde.

Beweis. 1) impliziert 2) aus trivialen Griinden. Zur Umkehrung: Da X und Y vollstandig
sind, ist X x Y ebenfalls vollstandig! Ist I'r abgeschlossen, dann ist I'r ein abgeschlossener
und damit vollstandiger R-linearer Unterraum von X x Y. Die Projektion prx : I'p — X
ist eine stetige bijektive (!) Abbildung zwischen den Banachrdumen I'p und X. Nach dem
Satz von der offenen Abbildung ist daher die lineare Umkehrabbildung pr;(l X - I'p
stetig. Damit ist auch die Zusammensetzung F' = pry o pr;(l : X = Y stetig. QED

Hahn-Banach Theorem

Sei V' ein normierter Raum. Fiir £ € V* mit ||¢|] = 1 und beliebige xg,vi,v2 € V gilt
€(vg) = L(v1) = £(vg —v1) < [lor — vl = [[(v1 + z0) — (v2 + o) < [Jo1 + 2ol + [lv2 + 0|
und zeigt —0(v1) — |lv1 + ol < —l(v2) + |Jv2 + x0||, sowie dann

a = sup(—l(v) — o+ zol) < bi= inf (=£(v) + v+ o)) -

inf
veV veV

Satz. Jede stetige Linearform £ : V — R, definiert auf einem Teilraum V eines normierten
Raumes X, kann zu einer stetigen Linearform f auf ganz X fortgesetzt werden so dass gilt

A1 = 111l -

Beweis. ObdA ||¢|| = 1. Mit Hilfe des Zornschen Lemmas reicht es den Fall zu betrachten
X=V&R- -x.
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Jede Fortsetzung f von ¢ hat die Form f(v+ A-xg) = £(v) + A - n fiir ein geeignetes n € R.
f ist stetig auf X mit Norm || f|| = 1, falls gilt

)+ X-n <|lv+X-xol| , YveV,A#0eR.

Teilt man durch A, so ist dies dquivalent zu —||v+ x| < £(v)+n < |[v+ x| fiir alle v € V,
oder dann aquivalent zu

a:=sup(—L(v) — [v+zol]) < n < b:=inf(—L(v) — ||v+ z0]) -
veV veV

Wie bereits gezeigt wurde, ist das Intervall [a, b] nicht leer;  kann beliebig in [a, b] gewé&hlt
werden. QED

Sei X normiert, X* der Dualraum. Wir benutzen oft die Notation (z*,z) = z*(z) fiir
x € X,xz* € X*. Dann gilt nach Definition

lyll = sup{l(y, 2)|, x € X, [|l=] = 1},

interessanterweise aber auch

Normlemma. ’ |z|| = sup{|(y, x)|,y € X*, ||yl = 1} ‘

Beweis. Fir |ly|| = 1 ist offensichtlich |(y,z)| < ||y||||z]| = ||=||. Zu zeigen ist daher nur
noch die Existenz eines y € X* mit ||y|| = 1 und der Eigenschaft |y(z)| = ||z||. Ein solches
y liefert der Satz von Hahn-Banach durch Fortsetzung der Linearform

(:R-z—R
definiert durch ¢(z) = ||z|| (und ||¢|| =1). QED

Transponierte Abbildung
Seien X,Y normierte Réhme und X*, Y* deren Dualrdume (stetige Linearformen).

Satz. Zu einer stetigen R-linearen Abbildung f : X — Y existiert eine stetige R-lineare
Abbildung f* : Y* — X* mit der Eigenschaft

W f@) = ()= , VyeYizeX.
Die Abbildung f* ist dadurch eindeutig bestimmt und es gilt
11 = ILAI -

Beweis. Eindeutigkeit. Seien f7, f5 zwei solche Abbildungen, so gilt ((f; — f5)(y*),xz) =0
fir alle y* € Y* und alle z € X. D.h. (ff — f3)(y*) = 0 fiir alle y* € Y*, oder f; — f3 =0.

Zur Eristenz. Die Zuordnung x — (y*, f(x)) ist R-linear in der Variable y* € Y*, und
dies definiert f*(y*) € X* als R-lineare Abbildung der Variable z € X. Die so definierte
Abbildung f*(y*) ist ndmlich stetig in x wegen

1) @) = [y f)] =Ty (FE)l < Nyl - 1@ < Tyl - I 2]l -
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In der Tat folgt sogar || f*(y*)|| < ||f]|lly*]], und daraus wiederum

A< WA < oo

Andererseits gilt (5", £(2))] = (/")) < 17w - lall < £ "] - o). Aus dem
Normlemma folgt dann (Supremum tber ||y*|| = 1)

1@< (LA - ]
und damit [|f]] < ||f*|| (Supremum iiber ||z|| = 1). Dies ergibt || f*|| = ||f||. QED

Homomorphiesatz

Sei B ein normierter Raum und A ein abgeschlossener Unterraum von B. Der Quotient
C = B/A wird dann ein normierter Raum durch die Quotienten-Norm

b+ Allc = infaca [Ib+all5].

Beweis der Normeigenschaften: ||b+ Allc = 0 bedeutet inf,ca ||[b+ a||p = 0. Also Ja,, € A
mit b+ a, — 0 in B, d.h. die Folge a,, aus A konvergiert gegen —b in B. Da A nach
Annahme abgeschlossen in B ist, folgt —b € A. Also b+ A = 0 in C. Fiir den Beweis
der Dreiecksungleichung benutzt man ||(by + A) + (b2 + A)||c = infaeca [|b1 + b2 + allp <
inf,,eal|b1 + a1l|p + infa,ea ||b2 + a2l = ||b1 + Allc + ||b2 + Al|¢ indem man a = a; + a2
setzt. QED

Offensichtlich ist die Projektion
pr:B—»C=DB/A
stetig mit Norm |[|pr|| < 1.

Lemma. Sei B vollstindig, A C B ein abgeschlossener Unterraum. Dann ist auch C =
B/A wollstindig mit der Quotienten-Norm.

Beweis. Sei b, + A eine CF in C. Aus der unteren Dreiecksungleichung folgt
1bn + Alle = [[bm + Allc| < [[bn = b + Al < 27007

wobei man die zweite Ungleichung o0BdA durch Ubergang zu einer Teilfolge erhalt. Fiir
die Repréasentanten b,, der Nebenklassen b, + A kann oBdA fiir alle n angenommen werden
(nach Definition der Quotienten-Norm)

0 < [|bullp = [Ibn + Allc <277 .
Aus der Vierecksungleichung folgt daher leicht (durch einen Limesschluss)
1bn—bmll B < 27" +|||bp+Al o= bm+Al c|+27™ < 2:27 MMM 4 1b, by, + Al ¢ < 327 min0Em)
Also ist b, eine CF in B. Da B vollstandig ist, folgt b, - b€ B. Alsob,+ A —>b+ A
wegen der Stetigkeit der Projektion B — C' = B/A. QED

Der Quotient hat folgende universelle Eigenschaft.
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Lemma. Sei A C B ein abgeschlossener Unterraum und sei f : B — X eine stetige R-
lineare Abbildung in einen normierten Raum X mit f(A) =0. Dann gibt es eine eindeutig
bestimmte stetige R-lineare Abbildung f : C = B/A — X mit der Eigenschaft f = f o pr.

Bs gitt ||f] = |l £l

Beweis. Offensichtlich ist f(b+ A) := f(b). Beachte ||f(b+a)||x < ||| - ||b+ a| s fiir alle
a € A. Esfolgt [[f(0+A)llx = [If(b+a)llx < || fll-infaca [[b+al 5 = || f]I-[b+Alc und damit
LI < 1/l Wegen [[f]] = suppoll £ () II/[1b]] und [[£(®)I[/1[bl] < supaea l[f(b+a)ll/l[b+all =
16+ A)l/ infyzaca [+ all folgt | f]] < [[f]l. QED

Kurze exakte Banach-Sequenzen

Eine kurze exakte Banach-Sequenz
0-A—->B—->C—=0

besteht aus

(1) Banachrdumen A, B,C
(2) stetigen R-linearen Abbildungen ¢ : A — B, ¢ : B — C mit
(3) v injektiv, ¢ surjektiv, Kern(y) = Bild(v).

Wegen der letzten Eigenschaft ist U := Bild(y) = Kern(y) abgeschlossen in B, als Kern
der stetigen Abbildung ¢. Wir bemerken folgende relevante Eigenschaften:

Fakt 1. Die bijektive Abbildung ¢ : A — U ist ein Homéomorphismus (nach dem Satz
von der offenen Abbildung).

Fakt 2. Wegen ¢(U) = 0 gilt ¢ = @ o pr fiir die Projektion pr : B — @ = B/U. Die
natiirliche Bijektion ¥ : Q@ — C ist ein Homéomorphismus (wieder nach dem Satz von der
offenen Abbildung).

Proposition. Fiir eine kurze exakte Banach-Sequenz ist die durch ¢* 1" definierte ad-
jungierte Sequenz
0—-C"—>B"—-A"—>0

wieder eine kurze exakte Banach-Sequenz.

Beweis. ¢* ist injektiv, denn ¢*(c*) = ¢* o ¢ = 0 bedeutet ¢* : C' — R verschwindet, da ¢
surjektiv ist.

Y* ist surjektiv: Da ¢ : A — U ein Hom6omorphismus ist (Fakt 1), ist gibt es fiir a € A*
ein v* € U* mit ¢¥*(u*) = a*. Da jede stetige Linearform u* auf U = ¢(A) sich zu einer
stetigen Linearform b* auf B fortsetzen lasst (Hahn-Banach), folgt ¢*(b*) = a*.
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Kern(y*) = Bild(¢*): Sei b* € B* mit ¢*(b*) = 0, d.h. b*|w(A) =0 fir U = ¢(A).
Betrachte

B
S
pr
c<~? BUY R
Nach Fakt 2 ist % ein Homéomorphismus, also b* = b" o (%) ! o ¢ und daher b* = *(¢*) €

Bild(C*) fiir ¢* = b o (®)"!. Somit Kern(¢*) C Bild(¢*). Die Inklusion Kern(y*) 2
Bild(p*) ist trivial wegen 1* o o* = (¢ 0 1))* = 0. Letzteres folgt aus p o) = 0. QED

Bidualitat

Sei X ein normierter Raum. Die Zuordnung x — (y — (y,z)) definiert eine kanonische
Abbildung

i=ix: X - (X7).
Wegen |(y, )] < [ly] - [l2]] gilt trivialerweise [lix (x)]| < [l2]|

Proposition. Die Abbildung ix : X — (X*)* ist eine isometrische lineare Inklusion von
normierten Rdumen, d.h. es gilt

[lix@l = Jal] . YeeX.

Beweis. OBdA ist fir ||z| = 1 zu zeigen |i(x)|| = 1. Es gentigt ||i(x)|| > 1, da die
triviale Ungleichung [|i(z)|| < 1 schon gezeigt wurde. Wahle y, € X™* mit ys|lgr, = ¢ und
llyell = ||€]] = 1 als Fortsetzung (Hahn-Banach) von ¢ : Rz — R, definiert durch ¢(x) = 1.

X .
ye

R-z— >R

Es folgt [|i(2)|| = supjy|=1l(y, 2) || = supy|=1ly(z)| = ye(z) = 1. QED

Kompatibilitat. Sei ) : A — B eine stetige R-lineare Abbildung. Dann ist das folgende
Diagramm kommutativ

P

A B
.

(A7) —=(B")




18 R.WEISSAUER

Beweis, {in(9(a)), 1) = (", 0(0)) = (6°(),a) = (ia(a), p"(67)) = (4" (ia(0)), ") Fi
alle a € A,b* € B* [benutzt die Def. von ip, von ¢*, von ig und von (¢p*)*.] Es folgt
(ipot)(a) = ((¢*)* oia)(a) fir alle a € A. QED

Reflexivitat

Definition. FEin normierter Raum X heisst reflexiv, wenn die natiirliche Abbildung
ix : X < (X™*)* bijektiv ist.

Lemma. Ist0 - A — B — C — 0 eine kurze exakte Banach-Sequenz, dann ist B reflexiv
gdw. A und C beide reflexiv sind.

Beweis. Fiir <= benutze das 5-Lemma fiir das Diagram

Ll

Fiir = benutzt man eine Variante des 5-Lemmas: Ist ip ein Isomorphismus, dann zeigt
eine Diagramjagd, dass i4 surjektiv ist. Dies benutzt die Injektivitat von ¢c. Damit sind
14 und 7p bijektiv, also auch i nach dem 5-Lemma. QED

Proposition. Sei X ein Banachraum. Dann ist X reflerviv <= X* refleziv.

Beweis. Sei X reflexiv, also ix : X = (X*)*. Es folgt (ix)* : ((X*)*)* = X*. Es gilt?
(ix)*oix+ = idx~,
aber im allgemeinen nicht ix« o (ix)* = id((x~)-)« . Im vorliegenden Fall ist dies aber

richtig, da (ix)* bijektiv ist. Somit ist ix~ : X* — ((X*)*)* die Umkehrabbildung der
bijektiven (!) Abbildung (ix)* und damit ebenfalls bijektiv. Also ist auch X* reflexiv.

Sei umgekehrt X* reflexiv. Wegen der schon gezeigten Implikation folgt daraus, dass (X*)*
ebenfalls reflexiv ist. Da X (vermoge ix ) isometrisch isomorph ist zu einem abgeschlossenen
Unterraum von X, ist daher nach dem letzten Lemma auch X reflexiv. QED

Beispiele fiir reflexive Raume

Fiir jede reelle Zahl p mit 1 < p < oo existiert eine eindeutig bestimmte reelle Zahl ¢ mit

1 < g < oo und der Eigenschaft

1 1
S4- =1,
P g

Uix (ix=(8)),v) = (% (w),v) = (u,ix(v)) = (ix+(B),ix (v)) = (ix(v), ) = (B,v) fiir u = ix-(B) zeigt
ix (ix=(B)) = B auf Grund von (ix (), ) = (8,) und {(ix=(8),7) = (7,8) und a € X, 8 € X*,v € (X*)".
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Fiir jedes solche Paar gilt die Youngsche Ungleichung

cd < & + @

p q

[Durch die Substitution a = ¢?,b = d? ist diese dquivalent zu a’b!~t < ta + (1 — t)b fiir

t =1/pund 1 —t = 1/q. Durch Logarithmieren gibt dies die dquivalente Ungleichung
tlog(a) + (1 — t)log(b) < log(ta + (1 —t)b) (Konvexitit des Logarithmus !)]

, Ve,d>0.

Fiir reelle Folgen x = (z,,) definiert man ||z|, = (>_, |xn|p)%. Die Menge aller Folgen x
mit der Eigenschaft ||z||, < oo nennt man (7.

Holdersche Ungleichung. Fir xz € P und y € (9 ist das Skalarprodukt (x,y) =, Tnyn
1

absolut konvergent Y |xnyn| < (O, \xn\p)%(zn |xn|?) e, und damit

[zl < lllp - [lyllq]-

Beweis. Die Youngsche Ungleichung fiir ¢ = |z,|/|z||, und d = |yn|/|lyllq liefert die

Abschétzung |zpyn |/ ||z|pllylly < lenl? 4 lunl® - Summation iiber n zeigt dann die absolute

pllllp " dllyllg”
Konvergenz des Skalarproduktes und
1 1
el 1,1
lzllpllylle = » g

Minkowski Lemma. ¥ ist ein reeller Vektorraum und ||x||, definiert eine Norm auf (P.

Beweis. Eigentlich zu zeigen ist nur die ||.||,-Dreiecksungleichung. Wegen £ = p — 1 und

q
(p — 1)q = p zeigt die Holdersche Ungleichung

lz+yll? = " lzntynl” =D lenttnlleatvn " <D eallzntyal” ) lynllzntynl”!
n n n n

1 1 _
<zl |z + 9l s + 1yloQQ lon + val?) s = (l2llp + Iyllp) - 1=+ yl5~
n n
und dies impliziert ||z + y||, < [|lz([, + [lyll,- QED

Dualrdume. Offensichtlich definiert ¢4 > y — (z — (y,z) = Y., yn - Tp) fiir © € P eine
stetige Abbildung

AT — (0P)*
mit Operatornorm ||A(y)|| < |ly|l; (H6ldersche Ungleichung). Es gilt sogar

Proposition. Fir 1 < p < oo definiert die Abbildung X : ¢9 — ((P)* einen isometrischen
Isomorphismus von Banachrdaumen

NI = supeso i = lylly |-

I
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Beweis. Isometrie. Zu y = (yn)nen betrachte = (2,,)neny mit 2, 1= sign(yn)|yn|? L.

11
];Jr&=1<:>q+p=qp<:>q=(q—l)p@pZQ(p—l)

gt [ynl? = fan| 77 = fan P, o ] = 2] oder [z, = 1yl Aus {2t = {4 =

zeigt |Yn Zn |znl?, also [lyllg = [[x]lp oder [lz[l, = [lyllg. Aus el — Ty lyllg

fiir € = a folgt damit |A(y)I| = [lyll-

Surjektivitit von A. Betrachte die Folge e,, = (0, ...,0,1,0, ...) mit der 1 an der n-ten Stelle.
Fir F' € (¢P)* sei y, := F(ep) € R. Definiere

N
wN = E Yn - €En
n=1

in {?. Wir definieren dazu einen assozierten Vektor
N
e od -1
UN = E Tp - €n 5, Tp = Szgn<yn)’yn|q
n=1

in [?. Nach Definition gilt einerseits ||wy||¢ = 25:1 Tnyn = (wn,vn) = F(vy) und
andererseits ||vy|[b = ||wy]||d wegen |z, [P = |y,|?. Es folgt (*)

9 q_i
lwn g = [(wn, vn)| < TE(n)] < FI - lovllp = [1F] - llonllg 5 also lwnllg * <[] -

Es gilt q—% =1 wegen ¢ # oo. Also ||wy || < [|F||, und die wy konvergieren in ¢ im Limes
N — oo gegen den Folgenvektor y = (yn)nen in €7 mit ||y||q < ||F||. Auf den Vektoren
en, € (P stimmen die stetigen Linearformen A(y) und F' iiberein. Da die e, einen dichten
(1) Untervektorraum von ¢ aufspannen, folgt F' = A(y). QED

Aus der letzten Proposition folgt die Reflexivitit und damit auch die Vollstandigkeit der
Réaume /P fir 1 < p < oo.

Separabilitat

Ein normierter Raum X heisst separabel, falls eine abzahlbare Teilmenge M von Vektoren
in X existiert, welche einen dichten R-Unterraum V in X aufspannt.

Beispiel. Fiir p € (1,00) ist P separabel, denn die Vektoren e, € (P, definiert durch
en = (0,...,0,1,0,...) mit der 1 an der n-ten Stelle, spannen einen dichten Teilraum auf.

Bem. Wahlt man eine maximale Teilmenge R-linear unabhéngiger Vektoren in M, dann
definiert diese eine abzéhlbare Basis des R-Vektorraums V' (Lemma von Zorn). Man kann
also oBdA annehmen M selbst sei eine abzéhlbare Teilmenge linear unabhéangiger Vektoren.
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Bem. Sei M = {ej,e2,...} eine abzéhlbare Basis von V. Dann liegt der von M erzeugte

Q-Vektorraum

oo

w-0 U@ e

n=1|I|=n i€l
dicht in dem R-Vektorraum V', und damit auch dicht in X. Da abzdhlbare Vereinigungen
von abzahlbaren Mengen wieder abzahlbar sind, ist Vg abzahlbar und dicht in X. Die
abzéhlbar vielen auf Lange 1 normierten Vektoren v/||v|| fiir 0 # v € Vg liegen dann dicht
in der Einheitssphare S von X. Es folgt

Lemma. X ist separabel genau dann, wenn eine abzdhlbare Menge von Vektoren dicht in
X liegt, oder dicht in der Finheitssphdre S von X.

Beispiel. Der Folgenraum [*° der beschrénkten Folgen mit der Supremumsnorm ||.||s ist
nicht separabel. [Fiir eine abzdhlbare dichte Menge M von Vektoren v™ . n e N in der

Sphéare S C [ lage die Folge x = (x,) mit x, := —Sign(v,gn)) in S mit ||z — 0|y >1
fir alle n € N. Widerspruch!].

Fakt 1. Ist X separabel und f: X — Y stetig und surjektiv, dann ist auch Y separabel.
Fakt 2. Ist X* separabel, dann ist auch X separabel.

Beweis. Wahle Folge f; von Vektoren, welche in der Einheitskugel von X* dicht liegen
(siehe obiges Lemma). Wegen || f,|| = 1 und
[fall = supje=1{fn,2)]|

existieren x,, € X mit ||z,| =1 und

1/2 < [{fn, zn)| -
Behauptung: Die z, spannen einen dichten Teilraum von X auf! Wére dies nicht der Fall,
dann gébe es eine stetige Linearform f € X* mit f(z1) = f(z2) = ... = 0 mit ||f|| =1
(nach Hahn-Banach). Anderseits liegen die f,, dicht in der Einheitskugel, d.h. eine Teilfolge
der f,, konvergiert gegen f. Ein Widerspruch wegen
1/2 < [{fn, )|l = [{f = fro )| < If = full - lzall = If = full <e

fiir n — oco. QED
Aus den letzten beiden Fakten 1 und 2 folgt unmittelbar

Proposition. Sei X reflexiv. Dann ist X separabel gdw. X* separabel ist. In diesem Fall
ist auch jeder abgeschlossene Unterraum A von X sowie sein Quotient X/A separabel.

Beweis. Die erste Aussage folgt aus Fakt 2 und X = X**. Der Quotient X /A is separabel
nach Fakt 1. Wegen X* — A* ist A* separabel (Fakt 1) und damit auch A (Fakt 2). QED
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~

Beispiel. Man kann zeigen /> =2 (¢1)* fiir den Folgenraum £ (siche obiges Beispiel)
und ¢! definiert analog zu P fiir 1 < p < oo. Der Raum /' ist separabel, denn die
Standardvektoren ej, es, .. liegen dicht in £*. Der Raum ¢>° = (¢!)* ist aber nicht separabel.
Insbesondere sind daher ¢! und ¢ nicht reflexiv.

Einheitskugeln

Lemma. Sei S die Finheitssphdre eines normierten Raumes X. Gibt es fiir eine fixierte
reelle Zahl r < 1 Vektoren vi,va,...,v, in X mit

S C LTLJKT('Uz) R

=1

dann ist X der von den v, ...,v, aufgespannte (abgeschlossene) Unterraum V.

Beweis. Angenommen es gébe x € X mit d = |z[/x/y > 0. Zerlege x = 2’ + v mit
|2'|| < d+¢e und v € V. Dann ist 2/ # 0, also 2’ = ||2/]| - (2" + v;) mit ||2”| < r fiir ein
i€ {1,..,n}. Bsfolgt x = [|2'[| - 2" + (v + [|2/|| - v;) sowie ||z x/v < [|2/[| - [|2"]| < (d+¢) -7
Wahlt man € < d(1 —r)/r klein genug, ist (d +¢) -7 < d. Ein Widerspruch! Also X = V.

Bem. Die Annahme 7 < 1 ist wesentlich, denn S C K,(0) gilt immer fiir r > 1.

Proposition. Die Einheitssphdre S resp. abgeschlossene Einheitskugel E eines normierten
Raumes X ist genau dann kompakt, wenn X endlich dimensional als R-Vektorraum ist.

Beweis. Eine Richtung folgt aus dem letzten Lemma. Sei umgekehrt dim(X) = n < oo
und eq, ..., e, eine Basis von X. Fir M := max(|e;||x) gilt || >, @i - eil|lx < M - >, |z
(Dreiecksungleichung). Wegen dim(X*) < dim Homg(X,R) = dim(X), und analog dann
dim((X™*)*) < dim(X™*) < dim(X), ist ix : X — (X™*)* aus Dimensionsgriinden ein Isomor-
phismus. Aus den Ungleichungen folgt daher dim(X) = dim(X*), d.h. jede Linearform auf
X ist automatisch stetig. Somit ist m := max]" ;(||e}||x+) wohldefiniert fiir die Dualbasis

er. Fiir o = Y, - ¢ gilt max(feal) < m - allx wegen o] = lef(2)] < [lef|x- - [le]x.

(2
Beide Abschétzungen zusammen ergeben #ﬁ v < lzllx < nM -7 fir r? =Y 22, Also
definiert ||.||x dieselbe Topologie wie die Euklidsche Norm. Insbesondere ist ||.||x stetig in
der normalen Topologie. Also ist E' abgeschlossen und ist wegen den obigen Ungleichungen

Euklidisch beschrankt, und damit kompakt nach Heine-Borel. QED

Bemerkung. Die im Beweis auftretenden Normen ), ; |x;| resp. r resp. max;(|z;|) sind
die spater definierten LP-Normen fiir p = 1, 2, co einer endlichen Menge der Kardinalitat n
mit dem Zahlmass I.

Korollar. Endlich dimensionale normierte Riume X sind reflexiv und vollstindig. Fiir
die Einheitsvollkugeln E C X resp. E* C X* qilt E = {x € X | (E*,z)| < 1} resp.
Ef={z* e X* | |(a*, E)| <1}.
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Beweis. Die ersten beiden Eigenschaften ergaben sich beim Beweis der letzten Proposition.
Da E kompakt ist, folgt ||2*| = max| = [{z*, )|, also 2* € E* <= [(z*, F)| < 1. Ditto
fiir £*. QED

Zur Erinnerung, fiir S resp. E als metrischem Raum sind folgende Begriffe dquivalent:

(1) kompakt (d.h. iiberdeckungskompakt)
(2) folgenkompakt
(3) préakompakt und vollstandig

Beispiel. Die Einheitsvektoren e, definieren eine Folge in der Einheitssphare S von ¢
(p # o0). Wir behaupten, diese besitzt keine normkonvergente Teilfolge. [Durch Ubergang
zu einem zu P isomorphen Teilraum koénnen wir annehmen, die konvergente Folge sei die
Folge der e, fiir n = 1,2, ... selbst mit Limes e = lim, e,,. Fiir jedes f € ¢4 = (¢P)* gilt
dann lim,, (f,e,) = (f,e). Fir f = (fn)nen in 19 gilt aber

fn::<faen>_>0 5 fUYQ#OOa

da die Glieder der konvergenten Reihe ) |fn|? < oo eine Nullfolge f,, definieren. Somit
folgt fir p # 1, 00

lim(f,e,) =0 , V fe (P

n

und (f,e) =0 fir alle f € (¢P)*. Also e = 0 (Hahn-Banach) im Widerspruch zu |le|| = 1].

Aber: Die beschrankte Folge der e, € P konvergiert fiir p # 1,00 schwach gegen 0 im
Sinne des nachsten Abschnitts. Beachte, die Einheitssphére S ist also nicht abgeschlossen
in der schwachen Topologie[, und die Normabbildung ||.||, : ## — R ist also nicht stetig
in der schwachen Topologie auf /. Wire sie es, wiirde aus schwacher Konvergenz die
Normkonvergenz folgen.] Wir bemerken, dass wegen des Normlemmas die abgeschlossene
Einheitskugel £ = {z € X | ||z|| < 1} in der schwachen Topologie abgeschlossen ist. Dies
benutzt

E= (N{zeX|{fz)ec[-1,1]}.
Ifll=1

Schwache Konvergenz und schwache Operatorkonvergenz

Wir beginnen mit dem Begriff der schwachen Operatorkonvergenz. Sind X und
Y normiert, dann tragt L(X,Y) einerseits die Normtopologie definiert durch die Op-
eratornorm. Ist f, € L(X,Y) eine Folge, dann sagen wir f, ist schwach (opera-
tor)konvergent gegen eine (dann automatisch) lineare Abbildung f € Homg(X,Y'), wenn
punktweise Konvergenz vorliegt, d.h. im Sinne der Normkonvergenz in Y gilt

flz) = liqun falz) , VzeX.

Konvergenz in der Norm-Topologie impliziert schwache Operatorkonvergenz.
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Lemma. Ist X wvollstindig und konvergiert f, — f (schwache Operatorkonvergenz), dann
gilt f € L(X,Y) sowie

[ < Timinf, | £l < oo].

Beweis. Die Aussage folgt aus Banach-Steinhaus: Die Konvergenz von f,(z) fir festes
x € X impliziert punktweise Beschrankheit von F = {f,}, also 3C mit ||f,| < C fiir alle
n. Man kann obdA iibergehen zu einer Teilfolge der f,,, welche gegen liminf, || f,| < oo
konvergiert. Aus ||fn(z)|ly < || full - [|z]| folgt daher lim, ||fn(z)|ly < liminf, ||fo] - ||z
Wegen lim,, f,(z) = f(z) in (Y,||.|ly) und da ||.||y stetig in der Normtopologie ist, gilt
limy, [ fn(2)[ly = [[Timy, fo(2)[ly = £ (@)[ly. Also || f(z)]| < liminf, [|fo]l - [[z]]. QED

Wir fahren fort mit dem Begriff der schwachen Konvergenz auf normierten Rdumen X:
Eine Folge von Vektoren z, € X heisst schwach konvergent gegen x € X, wenn fiir alle
fe X" giltd

(fian) — (f,2) .
Man nennt dann  den schwachen Limes. Dieser ist eindeutig bestimmt, wenn er existiert
(Hahn-Banach). Konvergiert eine Folge x,, — x in der Normtopologie, dann natiirlich auch
in der schwachen Topologie, da alle f € X* stetig in der Normtopologie sind.

Caveat. Auf dem Dualraum X* hat man drei natiirliche Topologien: Die Normtopologie,
die schwache Topologie und die schwache Operatortopologie auf X* = L(X,R). Letztere
nennt man auch die schwach-*-Topologie auf X*, und diese ist schwécher als die schwache
Topologie auf X*. Normkonvergenz impliziert schwache Konvergenz und diese die schwache
Operatorkonvergenz. Alle drei Topologien auf X* sind im allgemeinen verschieden.

Schwache Topologie auf reflexiven Raumen

Auf reflexiven normierten Radumen hat die schwache Topologie Eigenschaften, wie wir sie
von endlich dimensionalen R-Vektorraumen kennen. Wir formulieren diese in den nachsten
Lemmata A B und C.

Lemma A. Ist X reflexiv, so ist jede schwache CF in X schwach konvergent in X und
der Grenzwert ist eindeutig.

Beweis. Fiir x, € X sei (f,zy) eine reelle CF fiir alle f € X*. Betrachte anstelle der
x, € X die Bilder ix(x,) in (X*)* = L(X*,R). Dann konvergiert nach Annahme die
Bildfolge in L(X*,R) bezliglich der schwachen Operatortopologie gegen einen Grenzwert
Z € Homg(X*,R) (um diesen zu definieren benutze die Vollstdndigkeit von R). Aus dem
letzten Lemma folgt # € L(X*,R) = (X*)* und fir alle f € X* gilt

(&, 1) = limix (), f)

SDie zugehorige Topologie auf X ist erzeugt von der Basis der Mengen f~*(U) fiir f € X*,U offen in R.
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Wegen der Reflexivitét ist £ € (X*)* von der Gestalt T = ix(x) fiir ein z € X. Aus der
letzten Gleichung und (f,z) = (ix(z), f) folgt fiir alle f € X*

(f,x) = li7Iln<f, Tn)

also die schwache Konvergenz von z,, gegen x. QED

Lemma B. Ist X normiert und x, schwach konvergent gegen x € X. Dann ist x, eine
normbeschrankte Folge in X mit

=] < liminf [l2]]] .

Beweis. Wieder fassen wir x, als Folge in (X*)* = L(X* R) auf. Beachte X* ist
vollstdndig. Also ist das Lemma iiber die schwache Operatorkonvergenz (Banach-Steinhaus)
anwendbar. Es folgt ||z| < liminf ||z,|. QED

Lemma C. Ist X reflexiv, besitzt jede in X normbeschrinkte Folge eine schwach konver-
gente Teilfolge (also ist die abgeschlossene Einheitsvollkugel E schwach folgenkompakt).

Beweis. Schritt 1) Ersetze X durch den Abschluss Y vom Aufspann der Folgenglieder
Zp. Dieser abgeschlossene Teilraum Y ist wieder reflexiv und per Definition separabel. Es
geniigt die Aussage fiir Y anstelle von X zu zeigen. Also ist X oBdA reflexiv und separabel.

Schritt 2) Ist X reflexiv und separabel, dann ist das Dual X* separabel. Sei daher
{fx}ren eine abzéhlbare Menge von (norm)-dichten Vektoren in X*. Aus der Annahme der
Normbeschranktheit ||z,| < C einer Folge z,, in X folgt fiir festes f die Beschrénktheit
der reellen Folge (fi,x,) fiir laufendes n. Es gibt also eine Teilfolge

1 1) (1)

xy ' xy , 3 ,... , konvergent auf f;

eine Teilfolge der Folge :L'S)

o2 P Fomvergent auf

eine Teilfolge der Folge 13(12)

xgg),xég),xé?’),... ,  konvergent auf f3

(n)

und so weiter. Die Diagonalfolge &, = x,
der Limes lim,, (f, Z,) fiir alle k existiert.

ist eine Teilfolge der Folge x,,, fiir welche jetzt

Schritt 3) Fiir beliebiges f € X* existiert nach Wahl der Folge fi eine Teilfolge, welche
gegen f in der Normtopologie konvergiert. Zur Vereinfachung der Notation nennen wir
diese Teilfolge wieder fi, wollen also annehmen f = limy, fx. Aus Schritt 2) folgt dann

‘<fa=i'n _f;mﬂ < |<f_fka§;n _i'mH + ’<fkai'n_i'm>| <2C- ”f_fk” + ’<fka§3n_=%m>’
<e+ ‘(fkajn _@mﬂ
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fiir alle & > k(e). Dieses lasst sich wegen Schritt 2) weiter abschétzen durch
e+e=2

fir alle £ > k(e) und alle n,m > N(k,e). Setzt man Ny(e) = N(k(e),e) folgt, dass die
Folge z,, eine schwache CF in X ist: Das heisst, es gilt

fir alle n,m > N¢(e).

Schritt 4) Aus Lemma A (Reflexivitdt von X) und dem letzten Schritt folgt jetzt die
schwache Konvergenz der Teilfolge z,,. QED

Bem a). Lemma C iibertrigt sich fiir die schwach-*-Topologie auf Dualrdumen X* be-
liebiger normierter Raume in der Form: E C X* in der schwach-*-Topologie (auf dem
Dualraum X* eines normierten Raumes X) ist iiberdeckungskompakt®. Die schwach-*-
Topologie auf E ist ndmlich induziert von der Produkttopologie auf [ [ . [z, [|z]|] unter
der natiirlichen Einbettung ¢ : X* < [] .y R. Beachte : ' ([T,cx[—lz]l, [z]]) = E, und
damit ist E schwach-*-abgeschlossen, also iiberdeckungskompakt nach dem Satz von Ty-
chonoff. In der schwachen Operatortopologie ist jede schwache CF schwach konvergent aus
trivialen Grunden. Das Analogon von Lemma A gilt daher fir die schwach-*-Topologie auf
X* fiir beliebige normierte Raume X.

Sei E C X* die Einheitskugel versehen mit der schwach-*-Topologie. Man erhélt eine
kanonische lineare injektive Abbildung X < C(FE), welche x € X abbildet auf die Funktion
fz(e) := (e, z). Die Abbildung ist isometrisch wegen ||z||x = supecg|f.|- Da X vollstédndig
ist, ist das Bild ein abgeschlossener Unterraum.

Proposition. Jeder Banachraum ist isometrisch isomorph zu einem abgeschlossenen Un-
terraum eines Raumes C(E) von stetigen Funktionen auf einem kompakten Raum E.

Ist X reflexiv, ist die schwach-*-Topologie auf (X*)* dasselbe wie die schwache Topologie
auf X unter der Isometrie ix : X = (X*)*. Da F C (X*)* schwach-*iiberdeckungskompakt
ist, ist damit im reflexiven Fall F C X auch schwach iiberdeckungskompakt. Die Umkehrung
gilt auch:

Proposition. Ist die Einheitskugel E = {x € X | ||z|| < 1} eines Banachraumes X
schwach uberdeckungskompakt, dann ist X reflexiv.

Beweis. Fir s € (X*)* mit ||| = 1 suchen wir z € X mit f(z) = (ix(z), f) = (5, f)
fiir alle f € X*. Nach Cantors Durchschnittssatz fiir einen iiberdeckungskompakten Raum

Gaber vielleicht nicht folgenkompakt! Fiir die schwache Topologie gibt es das bemerkenswerte Resultat
von Eberlein und Smulian, dass eine schwach abgeschlossene Menge genau dann iiberdeckungskompakt ist,
wenn sie folgenkompakt ist.
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E (siehe [HS], Seite 167) gilt: Ist jeder endliche, fiir beliebige fi,.., f, € X* gebildete
Durchschnitt der abgeschlossenen Mengen { z € E | (ix(x), fi) = (5, fi) }

n

() {zeE | lix(x),fi) = (= fi) }

i=1
nicht leer, dann ist auch der analoge Durchschnitt iiber alle f € X* nicht leer. Es geniigt
daher alternativ ein x € F zu finden mit

filx)= (e fi) , i=1,..,n.
Der Unterraum A = ([, Kern(f;) ist abgeschlossen in X. Betrachte den Quotient
pr:X —»X=X/A.

Nach Definition der Quotientennorm gilt pr(E) C E, und pr(FE) liegt dicht in der Einheit-
skugel E von X. E ist kompakt in der schwachen Topologie, also auch das stetige Bild
pr(E). Auf X ist die schwache Topologie die Normtopologie wegen dim(X) < n und pr(E)
ist abgeschlossen in E. Es folgt

E = pr(E) , (wegen der Abgeschlossenheit von pr(E)).
Einschrénken von s induziert eine Linearform 3z auf X < X*, d.h. 3z € (X )*. Es folgt
ix(T) ==
fiir ein # € X (Bidualitit endlich dimensionaler Riume). Der Raum X" wird von f1,.., fa

aufgespannt und die natiirliche Operatornorm auf X ist (!) die Einschrinkung der Norm
von X*.

X* x X R
X x X R

Aus ||2|| = 1 folgt daher |(3, E')| < 1 fiir die Einheitskugel E° von X . Fiir endlich
dimensionale Réume gilt E = {Z € X | (Z, E) < 1} (Kompaktheit der Einheitskugel fiir
endlich dimensionale Riume). Es folgt # € E. Wegen E = pr(E) folgt T = pr(z) fiir ein
x € F, und nach Konstruktion dann f;(x) = (3, f;) fiir alle i = 1,..,n. QED

Bem b). Stimmen fiir einen normierten Raum die schwache und die schwach-*-Topologie
auf X* iiberein, dann ist die Einheitskugel ¥ von X* schwach iiberdeckungskompakt nach
Bemerkung a). Die letzte Proposition zeigt dann, dass X* (und damit auch X) reflexiv ist.
Umgekehrt stimmen fiir einen reflexiven Raum aus trivialen Griinden auf X* die schwache
und die schwach-*-Topologie iiberein.

Bem c). Fiir einen reflexiven Raum X stimmen die Normtopologie und die schwache
Topologie dann und nur dann iiberein, wenn X endlich dimensional ist. Die nichttriviale
Richtung benutzt, dass nach Bemerkung a) dann E und damit S durch endlich viele Kugeln
vom Radius r < 1 iiberdeckt werden kann.
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Hilbertraume

Definition. Ein Pra-Hilbertraum ist ein reeller Vektorraum V mit einem positiv defi-
niten R-bilinearen symmetrischen Skalarprodukt

(,): VXV =R,
d.h. es gilt (v,v) > 0 fiir alle v € V mit Gleichheit (v,v) = 0 nur fiir v = 0.

Bem. Jeder reelle Unterraum eines Pra-Hilbertraumes ist wieder ein Pra-Hilbertraum.

Ein Pra-Hilbertraum wird durch die assoziierte Norm
2
[v]]* = (v, v)

zu einem normierten Raum. Beachte, die Dreiecksungleichung ||v 4+ w||? < (||v|| + [Jw]))?,
oder [|[v]|24-2{v, w)+||w||? < ||v]|?+2||v| - ||w| + ||w||?, folgt ndmlich aus der Schwarzschen
Ungleichung: Fiir v,w € V gilt”

(v, w) < o] - [[w]]-

Unmittelbar klar ist die Parallelogramm Identitit (benutze binomische Formel)

lv + wlf* + [lv — w]|* = 2]jv[|* + 2[|w]]* |

Lemma. Fin Prd-Hilbertraum ist ein normierter Raum mit Parallelogramm Identitat.

Beweis. Die Kubusformel® q(u+v+w) —q(u+v) —q(u+w) —q(v+w)+q(u)+q(v)+q(w) =0
fiir g(v) = ||v||?, welche dquivalent zur Biadditivitit von (v, w) := 3(g(v+w)—q(v) —q(w))
ist, folgt aus der Parallelogramm Identitdt und ¢(v) = ¢(—v). Man zeigt damit dann die
Q-Bilinearitit und wegen Stetigkeit die R-Bilinearitéit von (v, w). Aus (v,v) = ||v||? folgt

die Definitheit. QED

Definition. Fin Hilbertraum ist ein Prd-Hilbertraum, welcher beziiglich der assoziierten
Norm ||.|| vollstdndig ist.

Beispiel. Der Raum /2 ist ein Hilbertraum mit dem Standardskalarprodukt ¢Z x ¢4 — R
wegen P = (4 fir p =g = 2.

Lemma. Die Vervollstindigung eines Pra-Hilbertraumes ist ein Hilbertraum.

Beweis. Die Parallelogramm Identitdt tibertrdgt sich durch einen Limesschlufl auf die
Komplettierung von V. Damit ist die Komplettierung ein Hilbertraum. QED

Toll2£? + 2(v, w)t + ||w]|®> = v + tw]|> > 0 V¢ impliziert 4 - [|v]|?||w||* — (2(v, w))? > 0.

8Wende dazu an —q(u+v+w)+2q(u+v) +2q(w) = q(u+v—w) = —q(u—v—w) +2q(u—w) 4 2¢(v) =
(a(—u—v—w)—2q(u) —2¢(—v—w))+2(—q(u+w)+2q(u)+2q(w))+2q(v) und benutze g(v+w) = ¢(—v—w)
sowie ¢(u 4+ v+ w) = ¢(—u — v — w).
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Orthoprojektion

Sei V ein Hilbertraum. Fiir einen R-Untervektorraum A ist das Orthokomplement

L={weV |{(wa)=0Vac A}

ein abgeschlossener R-Untervektorraum von V', und aus der Definitheit von (.,.) folgt

-

Abgeschlossene konvexe Mengen. Sei A nun allgemeiner eine beliebige abgeschlossene
konvexe Teilmenge von V. Dann ist fiir v € V' der Abstand d(v, A) erklért

d=d(v,A) = ;gg lv —al| .

Fiir jede Folge v, = v — ay, mit ||v,| — d, an € A gilt im Limes n,m — oo
[on + vl < flonll + l[om]| = d+d=2d .

Wegen 22t8m € A gilt d < |jv — 22522 || also 2d < ||v, + v || und damit [|v, + vy, || — 2d.
Die Parallelogramm Identitat

l|vn — UmHQ = 2””71“2 + 2||”mH2 — [Jvn + va2

zeigt daher |lv, — vp||? — 2d? + 2d% — (2d)? = 0 fiir n,m — oco. Also ist v, eine CF und
somit konvergent in V. Fir w = lim, v, gilt ||w| = lim,, ||v,| = d. Der Grenzwert w ist
eindeutig und héngt nicht von der Wahl der Folge v, = v — a,, ab, wie man durch Mischen
solcher Folgen a,, sieht. Aus der Konvergenz von v, folgt die Konvergenz von a,,. Beachte
a = lim, a,, € A. Dies zeigt im Falle einer linearen Teilraumes A

Satz. Fiir abgeschlossene R-Unterrdume A eines Hilbertraumes V' gilt

Vv = A e 4]

Insbesondere ist A=V dquivalent zu A+ = 0.

Beweis. Wegen obiger Zerlegung v = a + w geniigt (w,a) = 0 fir alle a € A. Ware
(w,a) # 0, gilt |w— ta||* < ||w||?> = d? fiir ein geeignetes skalares Vielfaches von @ (die
Ableitung nach ¢ im Punkt ¢ = 0 ist ndmlich dann 0BdA negativ). Widerspruch! [Beachte,
a —ta € A impliziert d = d(v, A)? < |jv — a — td||? = |jw — tdl|? < d?]. QED

Selbstdualitat von Hilbertraumen
Sei V' ein Hilbertraum. Das Skalarprodukt induziert eine R-lineare Abbildung
L:V— Vv
definiert durch ¢(v) = (w — (v, w)). Aus der Schwarzschen Ungleichung folgt

@)l ol

()l = supuwz = SUPw < ]l
Y el 0 ]

und ||v]| (als Supremum tiber die w # 0) wird fiir w = v angenommen. Es folgt
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Satz von Riesz: ¢ ist eine R-lineare Isometrie
@) = ol
welche einen isometrischen Isomorphismus induziert
L:Vo=2 v

Insbesondere ist ein Hilbertraum reflexiv.

9

Beweis. Da ¢ als Isometrie injektiv ist, bleibt die Surjektivitat von ¢ zu zeigen. Fir f € V*
ist A = Kern(f) ein abgeschlossener Unterraum von V. Wegen V = A @ Al induziert
f einen Isomorphismus V/A = At = R. Wihle u € At mit |Ju|| = 1. Dann hat die
Linearform ¢(u) € V* denselben Kern A wie f. Damit ist f proportional zu ¢(u). QED

Hilbertraum Basen

Definition. Sei (V,(.,.)) ein Hilbertraum. Ein System von (abzéhlbar vielen) Vektoren
e1, ez, ... eines (separablen) Hilbertraums V' mit der ON-Eigenschaft

’(en,em> = (5nm‘ (Kronecker Delta) ,

welche einen dichten R-Teilraum U von V' aufspannen, nennt man Hilbertraum Basis.

Beispiel. Die Standardvektoren ey, e, .. in £2 bilden eine Hilbertraumbasis des separablen
Hilbertraums ¢2.

Bem. Wie dieses Beispiel zeigt, ist eine Hilbertraum-Basis keine Basis im Sinn der Linearen
Algebra. Auf Grund der ON-Eigenschaft sind die Vektoren ey, eg, .. einer Hilbertraum-Basis
aber linear unabhangig.

Existenz von Hilbertraum Basen. Sei V separabel (fiir den allgemeinen Fall siche [HS],
Seite 891ff). Dann existiert eine abzdhlbare Menge R-linear unabhéngiger Vektoren vy, vo, ...
in V, welche einen dichten R-Unterraum U von V aufspannen. Man kann sukzessive
Vektoren e, finden mit ||e,|| =1 und

n n
en € @R-m = @ R-e;,
i=1 i=1

welche orthogonal sind zu ey, ...,e,—1, und zusammen ganz U aufspannen. Man erhélt
en (bis auf Normierung) durch Orthoprojektion von v, auf @7~ R - v; (Gram-Schmidt
Verfahren). Also besitzt jeder separable Hilbertraum eine abzdhlbare Hilbertraum Basis.
Seien V, V' separable nicht endlich dimensionale Hilbertraume, dann gilt der folgende

Struktursatz. Seien (V,(.,.)v) und (V',{.,.)v/) separable Hilbertrdume. Fir jede Wahl
von Hilbertraum Basen ey, ea, ..., von (V,(.,.)v) resp. €}, eh, ..., von (V' {.,.)y) existiert
ein eindeutig bestimmter isometrischer Isomorphismus
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mit p(e,) = e}, firn € N. Es gilt

’(p(v),p(w»\// = (v,w)v‘ , Yo,weV.

Beweis. Es gibt einen eindeutig bestimmten Isomorphismus

o:U—=U
der R-Vektorrdume U = @, R-e, und U' = ,”; R- e, definiert durch o(e,) = €},
fir n € N. Bs gilt o(z) = SN 2, ¢}, € U fir 2 = YN 2, - e, € U. Wegen der

ON-Eigenschaft der e, resp. der e}, gilt ||z[|} = Zfil 22 sowie |lo(z)|3 = Zfil x2. Also

definiert o eine isometrisch bijektive Abbildung
lo@)llv: = [lzllv , VzeU

und damit eine gleichmissig stetige bijektive Abbildung von U nach U’. Diese setzt sich
eindeutig zu einer stetigen (isometrisch) bijektiven Abbildung p der Komplettierungen fort
mit der Eigenschaft p|y = 0. QED

Korollar. Jeder separable Hilbertraum unendlicher Dimension ist isometrisch isomorph
zum Hilbertraum (2.

Gleichmassig konvexe Riaume

Fin Banachraum X heisst gleichmassig konvex, wenn gilt: Fir beliebige Folgen vy, in X
mit ||vp|| — 1 gilt fir m > n und n — oo

[2ge > 1 = g —0].

Beispiel. 1) Hilbertraume sind gleichméssig konvex wegen der Parallelogramm Identitét.
2) Unterrdume von gleichméssig konvexen Radumen sind wieder gleichméssig konvex ebenso
wie 3) Quotienten nach abgeschlossenen Unterrdumen A C X. [Wegen der néchsten Propo-
sition existieren Representanten v, € X von v,, € X/A mit ||v,| = ||v,]| — 1. Es gilt dann
Hm;am | < ||vn45vm | < IIvnllgllva _ ||vnH-gHUm||‘ Aus [|Tn]| — 1 und Hﬁn;im | = 1 folgt
daher dasselbe fiir die Représentanten v,,. Also ist v, und damit v,, eine CF.]

Proposition. Sei A eine abgeschlossene konvexe Teilmenge eines gleichmdssig konveren
Banachraumes X. Fir jedes v in X existiert ein eindeutig bestimmter Vektor a € A mit

’d(a,v) =d(A,v) :=infycqd(v,a)

Beweis. Verbatim wie im Fall der Orthoprojektion bei Hilbertraumen. QED

Lemma. Ist X ein gleichmdssig konvexer Banachraum, dann existiert fir jedes f € X*
ein eindeutig bestimmtes assoziiertes x € X mit ||x|| =1 und f(z) = || f]|.
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Beweis. OBdA ||f|| = 1. Sei z, € X eine Folge mit f(z,) — 1 und ||z,| < 1 (eine solche
existiert immer, sogar mit ||z,| = 1). Aus

f(@n) < [f(@n)] < FI- llznll = [lzall <1
folgt ||@,|| — 1 im Limes n — co. Es gilt aber auch |[#2F%=| < 1 sowie f(#2d%m) — 1
fir m > n und n — oco. Es folgt analog [|Z25%m| — 1. Ist X gleichmissig konvex, ist
daher z, eine CF in X und konvergiert gegen einen Grenzwert x € X. Der Grenzwert
erfiillt ||z]] =1 und f(x) = 1 und héngt nicht von der Wahl der Folge z,, ab (mische solche
Folgen). QED

Bemerkung 1. Im Beweis des obigen Lemma hétte man gleichfalls eine Folge f,,, € X*,
| fm|| = 1 betrachten kénnen mit f,,(z,) — 1 fiir m > n — oo.

Bemerkung 2. Im obigen Lemma hingt der assoziierte Vektor x stetig? von f ab. Die so
definierte stetige Abbildung f +— x zwischen den Einheitssphéren Sx» — Sx ist surjektiv
[ze X, ||z||=1=3 fe X*mit ||f|| =1, f(x) =1 (Hahn-Banach)].

Satz. Gleichmdssig konvere Banachrdume sind reflexiv.

Beweis. Fir fi,..,f, € X*ist A = (), Kern(f;) ein abgeschlossener Unterraum
von X. Der Quotient pr : X — X = X/A liefert einen normierten Raum X versehen
mit der Quotientennorm. Da X lokalkonvex ist, ist die Abbildung pr : E — E zwischen
den Einheitskugeln surjektiv, denn jedes T € E hat wegen der letzten Proposition einen
eindeutigen Repréasentant £ € X mit

] = d(z, A) = |[7[/x -
Sei nun » € (X*)* mit ||| = 1. Wie auf Seite 27 folgt die Existenz eines x = z,, € E mit

fl(x):<%7fz> , 1=1.,n.
Wiéhlt man die f;, || fi|| = 1 so dass lim,(f,, %) = 1, gilt ||z,| = ||Zn] — [|%] = 1 sowie
fm(xn) = 1 fir m > n — co. Wie im Beweis des letzten Lemmas (Bemerkung 1) folgt
daraus die Konvergenz x,, — x mit ||z|| = 1 und f,(z) = s, f,,( sowie die Eindeutigkeit des

Grenzwert. Aus dieser Eindeutigkeit folgt durch Hinzunahme eines beliebigen fy € X*,
| foll = 1 daher ebenfalls fy(x) = (s, fo). QED

ﬂ'bungsaufgabe. Zeige fiir lokalkonvexe Raume: FEine schwach konvergente Folge x,, mit
Grenzwert x in X und ||z, || = 1 konvergiert gegen x in der Normtopologie von X . [Hinweis:
Wihle f € X* mit f(z) = 1. Dann gilt f(z,) — f(z) = 1. Benutze f(£25%2) — 1 und
zeige wie oben || ZatZm | — 1]

9OBdA |[|f|| = 1. Fiir fn — f und |f,|| =1 in X* gibt es 2, € X mit f,(zn) = 1 und ||z,| = 1. Es gilt
fr(@n) = |(f = fo)(@n)| < fzn). Wegen [(f — fn)(@n)l| < [If — fall — 0 folgt lim, f(zn) = 1 und damit
auch lim, f(Zed2m) — 1. Aus f(Zntim) < ||f|| - [|Entim|| = ||2at2m || <1 folgt ||Zntim|| — 1. Also ist
zn eine CF in X (lokale Konvexitat) und konvergiert z, — = € X. Es gilt f(z) = lim,, fo(z,) = 1.
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Integration

Wir geben in diesem Abschnitt eine kurze Skizze der Lebesgue Integrationstheorie. Fiir
Details siehe etwa das Skript ”Mathematik fiir Physiker”.

Halbverbinde. Sei X eine Menge. Eine Menge B von Funktionen
f: X 5 RE=RU{+o0}

heisst Halbverband mit Werten in R*, wenn B unter Addition, Multiplikation mit Skalaren
in R>p und den Bildungen min(f, g), max(f, g) abgeschlossen ist. Ist B ein Halbverband
mit Werten in R*, so ist —B ein Halbverband mit Werten in RT.

Verbande. Gilt B = —B, nennt man einen Halbverband B einen Verband. In diesem
Fall sind alle Funktionen f in B reellwertig und B ist ein R-Vektorraum. Man zeigt leicht:
Fin Vektorraum B von Funktionen f : X — R ist ein Verband genau dann wenn gilt
feB=|f| €B.

Integrale. Ein Integral auf einem Halbverband B mit Werten in R ist eine Funktion
I: B — R, welche additiv, monoton und halbstetig ist:

(1) I(f+9) =I(f) + I(g) fir alle f,g e B

(2) I(f) = I(g) fir alle f,g € Bmit f >g

(3) fn A f fir Funktionen f,, f und n = 1,2, ... impliziert I(f,) /" I(f)
Fiir Halbverbande mit Werten in R~ wird gefordert, daf§ —1I ein Integral auf —B ist. Ein
Integral I auf einem Verband B ist automatisch reellwertig. Ist B ein Verband, so ist ein
Integral I automatisch R-linear und aus Eigenschaft (1) und (2) folgt

IO < I(f1) -

[Fir fo = 3(f £ |f]) gilt f=f++f, |[fl = f+ — - sowie fr > 0 und f- < 0. Daraus
folgert man [I(f)| < |I(fo)|+ |I(f=)| = I(f+) — I(f=) = I(|f]).] Ist die konstante
1-Funktion xx in im Verband B, gilt wegen —||f|loc - xx < f < |[flloo - Xx zusdtzlich

D < flleo - T(xx) ] -

Monotone Hiillen. Ist B ein Halbverband mit Werten in Rt. Dann definiert
Bt ={f:X - R" |, 3f, € B mit f, ' f}

erneut einen Halbverband mit Werten in R* (analog definiert man B~ fiir den R™-Fall
durch monoton fallende punktweise Limiten). Man zeigt leicht (BT)* = B*.

Fortsetzung von Integralen. Fiir ein Integral I auf B definiert der Grenzwert I (f) =
lim sup,, I(f,) fiir f, 7 f, fn ein wohldefiniertes Integral auf B+, d.h. I'™(f) ist unabhéngig
von der Wahl der Folge f,, € B welche monoton gegen f € BT konvergiert! (Analoges gilt
im R™-Fall). Sei B]jfm C B* die Teilmenge der Funktionen f € BT mit IT(f) # +oc.
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Integrierbare Funktionen. Sei B ein Verband auf X und I : B — R ein Integral. Eine
Funktion f : X — R := RU {—0c0} U {+o0} heisst integrierbar beziiglich (B, I), wenn
es flir gegebenes ¢ > 0 Funktionen h € B;m und g € B;ﬁm gibt mit h < f < g und
|[I*(g) — I~ (h)| < e. Beachte I"(g) — I (h) =I"(g9) + I (=h) = I"(f —h) > 0, denn
fir g € B",h € B™ ist —h € Bt und g — h = g + (—h) € B' und nach Annahme gilt
g—h > 0. Somit ist I(f) := liminf ;< e g+ I (g) = limsupp-5;,<; I~ (h) eine wohldefinierte
reelle Zahl. Man nennt I(f) das Integral der integrierbaren Funktion f. Die Menge der
integrierbaren Funktionen sei L = L(X, B, I).

Der Verband L(X, B,I). Diereellwertigen integrierbaren Funktionen bilden einen Ver-
band L = L(X,B,I) und I(f), f € L definiert ein Integral auf L. Es gelten die folgenden
fundamentalen Satze

Satz von Beppo Levi. Sei fi < fo < ... eine monotone Folge von Funktionen f, € L
mit limsup,, I(f,) < +o00. Dann ist der monotone Limes f, / f integrierbar f € L mit
Integral

1) =t I(f,)

Satz von der dominierten Konvergenz (Lebesgue). Sei g € L und sei fn— f eine
punktweise konvergente Folge von Funktionen f, € L mit der Magjorante |f,| < g. Dann
qgilt f € L sowie

1() =l I(f,)

Die LP-Raume

Fiir einen metrischen Raum X betrachten wir ein Radon Integral I auf X, d.h. eine
montone R-lineare Abbildung I : B = C.(X) — R auf dem Verband B = C.(X) der
stetigen Funktionen mit kompaktem Trdger auf X. Dabei nehmen wir an
o X sei lokalkompakt
e X sei abzihlbar kompakt, d.h. eine abzéhlbare Vereinigung X = (Jy_; Kn von
Kompakta Ky (0BdA K; C Ky C ...).

Wegen der ersten Annahme ist I automatisch halbstetig, d.h. ein Integral auf B = C.(X).

Zur Erinnerung. Fiir kompaktes A C X sei C4(X) der Teilraum von C(X) aller stetigen
Funktionen auf X, welche ausserhalb von A verschwinden. Dann ist C.(X) = J, Ca(X)
(Vereinigung iiber alle kompakten Teilmengen A von X).

Sei L = L(X) = L(X,I) der Verband der reellwertigen Lebesgue integrierbaren Funktionen
auf X beziiglich des Integrals I auf dem Verband B = C.(X). Eine Nullmenge Y C
X ist eine Teilmenge, deren charakteristische Funktion yy in L(X) liegt mit Integral
I(xy) = 0. Eine abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen ist eine Nullmenge. Fiir jede
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Lebesgue integrierbare Funktion f ist die Menge der Punkte z € X, wo f keine reellen
Werte annimmt, eine Nullmenge. Eine Lebesgue integrierbare Funktion f kann man auf
einer Nullmenge beliebig abandern ohne die Integrierbarkeit oder das Integral zu dndern.
Notation: Eine Aussage gilt f.4i. auf X, wenn sie ausserhalb einer Nullmenge gilt.

Eine reellwertige Funktion f auf X heisst messbar, wenn sie auf X f.ii. punktweiser Limes
fn — [ einer Folge f, € C.(X) ist. Wir benutzen (ohne Beweis; siehe Skript Mathematik
fiir Physiker) folgenden

Satz. Die Menge M(X) = M(X,I) der messbaren Funktionen auf X definiert einen
Verband und eine Algebra mit 1. Abzdhlbare Suprema und Infima messbarer Funktion sind
wieder messbar. Ist f messbar, dann auch |f|P. Ein f.d. punktweiser Limes messbarer
Funktionen ist wieder messbar, und es gilt

[feMX), |fl<g, g€ LX) = fe LX)

Fiir reellwertige Funktionen f,g: X — R gelten die trivialen Abschétzungen

(1) [f - gl <max(|f], |g])? = max(|f[*,|g]*)
(2) [f +gP <27 - max([f[?, |g[").

Wir definieren £P(X, I) = LP als Teilraum der messbaren Funktionen M (X) fiir 1 < p < oo

Lr(X, 1) = {feM(X) ‘ |f|PeL(X)} .

Lemma. L£P ist ein R-Vektorraum.

Beweis. M(X) ist ein R-Vektorraum. Daher folgt die Behauptung aus der obigen Ab-
schitzung (2) und dem letzten Satz, denn f,g € LP impliziert |f|?,|g|P € L(X) N M(X)
und damit 2P max(|f[?, |g|?) € L(X) (Verbandseigenschaft). Dies ist eine Majorante fiir
|f +gP € M(X). Es folgt |f + g|P € L(X). QED

Man definiert nun fiir f € £P den Wert
1
Ifllp = I(IfIP)? < oo

Lemma.||f||, = 0 <= Trdger von f ist eine Nullmenge.

Beweis. < klar. =: Fir n € N gilt vol{z € X | |f|? > 1/n} = 0 wegen der Abschitzung
L wol(..) < || f|I5 und || f||, = 0. Nach Beppo Levi folgt im Limes vol{z € X||f| > 0} = 0.
QED

Die Nullfunktionen (Funktionen in £P, die ausserhalb einer Nullmenge verschwinden)
bilden einen R-Untervektorraum von £P. Der Quotientenraum sei LP = £P /{Nullfunktionen}.
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Die Werte ||f||, und (f,g) hiingen offensichtlich nur von der Aquivalenzklasse von f und
g in L? ab, und ||f||, = 0 gilt genau dann wenn f = 0 in LP. Wie im Falle der kleinen
P-Raume zeigt man jetzt die Holdersche Ungleichung und die Minkowski Ungleichung.
Der Beweis iibertragt sich verbatim indem man im dortiogen Beweis jeweils ), durch I(.)
ersetzt. Insbesondere zeigt dies

Lemma. Die Riume LP = LP(X,I) sind normierte Raume beziglich ||.||,.

Ein analoges Argument zeigt mit der obigen Abschiitzung (1) : f,g € L2 = fg € L(X).
Somit definiert

<fg>= I(f-9)

fir f,g € £? eine positiv semidefinite symmetrische Bilinearform

<L .>LPxL2PSR.

Also ist L? ein Pra-Hilbertraum. Wir zeigen im niichsten Abschnitt die Vollstindigkeit der
Réume (LP, ||.|[,). Dies zeigt dann

Korollar. (L?(X,I),||.||2) ist ein Hilbertraum.

Achtung. LP-Konvergenz impliziert nicht die punktweise Konvergenz f.ii. und punktweise
Konvergenz f.ii. impliziert nicht LP-Konvergenz. [Betrachte dazu f,(r) = X[nn41)(7) in
LP(R) bzw. fo(T) = X[s,,s04,] I LP(R/Z) fiir s, = Y77 x; und reelle Nullfolgen z,, > 0
mit y .2, z; = 0.

Vollstandigkeit von LP(X)
Satz von Fischer-Riesz. (LP(X,I),|.||p) ist vollstindig.

Beweis. Alle im Beweis auftretenden Funktionen f,, f, gn, g sind messbar, somit disku-
tieren wir nur die Integrierbarkeit. Wir miissen zeigen, dass jede CF f, in L? konvergiert.
Prdparation. Durch Ubergang zu einer Teilfolge gilt oBdA

1fa = finllp < 277000
Magorantenfolge. Wir definieren eine monotone Hilfsfolge von Funktionen g, € LP(X)
g =0, go=Al+ i = fol+-+|fn— faoa| firn>2

und ihren Limes g, ' g (mit Werten in RT). Wir zeigen die Beschrinkheit von I(|g,|P)
und damit g € LP (wegen Beppo Levi):

H(9al?) = llgally, < (Lf1llp + D W fn = Fatllp)? < (12l +1)P < o0 .
n>2
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Punktweise Konvergenz. Wegen gn(z) — g(z) punktweise f.i. (im Komplement der Un-
endlichkeitsstellen der gy, g) ist g,(z) € R fiir festes € X eine reelle CF f.ii. Dasselbe gilt
fir f,(z) wegen

[fin(@) = fal@)] <Y 1fi(@) = fro1(@)] = gm(@) = gulz) . m>n.

n+1
Es gibt daher eine Funktion f : X — R mit f, — f punktweise f.ii.

Magjorante. Aus |fn| < |fil + > peo | [ — fo—1] < gn < g fiir alle n > 2 folgt |f, P < ¢gP und
damit |f|P < ¢gP sowie dann |f — f,,|P < (29)P. Aus M(X) > |f — ful? < (29)P € L(X) folgt
|f—fnl? € L(X). Wegen | fp,—f|P — 0 punktweise f.i. und L(X) 3 |f—fn|P < (29)P € L(X)
folgt aus dem Satz von der dominierten Konvergenz

i T(| = ful?) = I(lim|f = ful?) = 0.
Dies zeigt lim, ||f — full, = 0. QED

Separabilitit von LP(X)
Nach Annahme ist X lokalkompakt.

Lemma 1. Ist X lokalkompakt und K C X kompakt, gilt xx € By, (X) C L(X) N M(X)
und insbesondere vol(K) < oo.

Beweis. xx liegt in By;(X), denn es gibt es eine monoton fallende punktweise konvergente
Folge stetiger Funktion f,, = Xk, welche gegen xx konvergiert. Aus Beppo Levi folgt
dann xx € L(X). QED

Lemma 2. Sei K kompakt und f € LP(X), dann ist xx - f € LP(X).

Beweis. Es gilt 0 < xgn - |f|P 7 xx - |f|P mit Majorante |f|P € L(X). Aus xkxn - |f|P €
M (X) folgt daher xg ., - |f|P € L(X). Aus Beppo Levi folgt dann xx|f|P € L(X). QED

Nach Annahme ist X abzdhlbar kompakt. Fiir eine aufsteigende Kette von Kompakta K
gilt X = U%:l Ky.

Lemma 3. Fir f € LP(X) hat man limpy ||f — xxy - fllp =0, d.h. in (LP(X),].]|p) gilt

limy xicy - f = f]

Beweis. OBdA ist f > 0. Dann folgt die Aussage aus Lemma 2 und Beppo Levi. QED
Zur Erinnerung: B(X) = C.(X) (Radon Mafs). Daraus folgt

Lemma 4. C.(X) liegt dicht in (LP(X), ||.|lp)-
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Beweis. Schritt 1. Wegen lim, (min(n, f)) — f in LP(X), kann man obdA f durch f =
min(n, f) ersetzen. Somit ist oBAA f durch eine Konstante C' nach oben beschrankt, und
dann analog auch durch —C nach unten. Sei als 0BdA |f| < C.

Schritt 2. Fir € > 0 existieren nach Definition h € By (X) und hy, € B(X) = C¢(X)
mit hy, N\, b so dass fir n >> 0 gilt I(|f — h|) < I(lg — h|) < e und I(|h — hy|) < ¢,
also I(|f — hy|) < 2e. Dies bleibt richtig, wenn man h, h,, nach oben und unten bei £C
abschneidet. Sei also 0BdA |hy,| < C. Wegen |(|f — hy)| < 2C folgt

1f = hallly = I(1f = hal?) < QCPTHI(|f — hal) < 2C)P7 e .

Satz. LP(X) ist separabel fir 1 < p < oo.

Beweis. Wegen Lemma 4 liegt C.(X) dicht in LP(X). Wegen Lemma 3 liegt dann
> N1 XK, -Ce(X) dicht in LP(X). Wir kénnen uns daher auf einen einzelnen der abzihlbar
vielen Rédume xg - Co(X) konzentrieren (K = Ky fiir festes N). Wie im Abschnitt tiber
lokal kompakte Raume gezeigt wurde, gibt es dazu einen abzahlbar erzeugten Teilraum
V C Ca(X) C Cu(X), so dass fiir jedes f € xx - Ce(X) = C(K) (durch Null fortgesetzt
auf X) eine Folge f,, € V existiert mit ||f — fnllco = Supzex|f(x) — fu(x)| — 0 fiir n — oo.
Wegen ||f — fullp < I(xa) - | f — foll5% folgt dann f, — f in (L, ||.||p). Die Summe der V
(gebildet fiir alle V) ist abzéahlbar erzeugt in LP und liegt dicht. QED

Bemerkung. Fiir die im Folgenden benutzten Bezeichnungen verweisen wir auf den
Abschnitt iiber lokalkompakte metrische Rdume. Fir K C A wie dort ist die Ein-
schrankungsabbildung res : C(A) — C(K) surjektiv (Satz von Tietze), und wegen der
Xk, n-Funktionen ebenfalls res : C4(X) — C(K). Fir f € C(K) wéhle g € C.(X)
mit res(g) = f. Dann ist Ix(f) = I(xk - g) unahéngig von der Wahl von f, also ein
wohldefiniertes Integral auf X. [Beachte xx -¢g € L(X). Wir fassen in diesem Sinn
g auch als Objekt in L(X) auf, fortgesetzt durch Null ausserhalb von K. Somit gilt
fir g, g mit gn,g € C(K) also lim, Ix(gn) = lim, I(gn) = I(9) = Ix(g).] Wegen
C(K) C xk - Ca(X) C xk - L(X) definiert Ix ein Radon Integral auf K, und dieses Maf}
definiert einen Raum LP(K). Man zeigt nun leicht res : LP(X) — LP(X). In der Tat kann
man LP(K) mit dem abgeschlossenen Unterraum der f € LP(X) mit Trager in K (f.i.)
identifizieren.

Verallgemeinerte Parallelogramm Identitaten

Die beiden néchsten Abschnitte dienem dem interessierten Leser zur weiteren Vertiefung,
wurden aber in der Vorlesung nicht behandelt.

Fiir die LP(X)-Raume gelten verallgemeinerte Parallelogramm Identitaten: Fiir 2 < ¢ < oo
unddamit1<p§2und%+ézlist

o |If +9H§ + = gHé < 2q_1(\}\gf\|§ + u}gl@
o If +gllo+11f —gllo < 2(1f1p + llgllp)*
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Zum Beweis macht man die Transformation f — f + ¢g,9 — f — ¢g und zeigt stattdessen

Lemma. Firl<p<2<=2<g<oocundl/p+1/q=1 gilt
(1) 1A + Nlgllg Sp% If +gllg + [If — gll7) sowie
2) (11 + gl e < 501 +gllp + 1f = gllp)-

Beweis. Wir zeigen dies zuerst fiir reelle Zahlen. Die Funktion ag(z) := §|z+1|74 3|z —14
ist differenzierbar fiir € [1,00) (resp. = € [0,1]). Dann sind (1) resp. (2) dquivalent zu

1+a29 < ag(x) resp. (1+z0)P/9 < ap(x) fir z>1.

Da dies fiir # = 1 und x = oo stimmt, geniigt ¢€7~! # qa,_1(&) resp. p(1+£9)P—D/aga=1 £
pap—1(§) fiir die Ableitungen im Bereich £ > 1. Diese Ungleichheiten folgen fiir 0 < n :=
¢~ <1 aus ag(n) > 1 [Richtig fiir n = 1 mit Gleichheit fiir n = 0. Wegen § = ¢—1 > 1 ist
die Ableitung ag(n) = G147 —G(1—n)3=1 > 0 fiir n > 0] resp. (1+n?)P~9/7 < a, (n)
[Die linke Seite ist < 1, denn (p — q)/q < 0. Die rechte Seite ist > 1 wegen der Monotonie
a,_1(n) > 0 (benutze p — 1 > 0) und a,-1(0) = 1]. Um vom reellen Fall auf den Fall
fyg € LP(X) zu schliessen, benutzt man den nichsten Hilfssatz. QED

Hilfssatz. Fir k> 1 und f,g € L(X) gilt (I(|f])* + I(|g)*)* < I(((|f)* + I(|g)*)¥).

Beweis. Nach Holder gilt 211 + a2 < (y¥ + yé’)% fiir (o} + ZL‘ZQ)% =lund 1/k+1/l=1.
Bs folgt 21 1(|f]) + 221(1g]) < I(f|* + [gI")} fir g1 = I(f]) und 5 = I(Jg]). Bildet man
das Supremum iiber alle (21, 22) € R? mit (2} + mé)% = 1, folgt daraus wegen (¢!)* = ¢*
und dem Normlemma (I(|f])* + I(|g))*)¥ < I(yf +w§)* = I((|f))* + I(]g)*)¥). QED

Daraus folgt
Satz. Fir 1 <p < oo sind die Raume LP(X) gleichmdassig konvex und damit reflexiv.

Satz. Sei X lokalkompakt und abzdhlbar im Unendlichen. Fur 1 < p < oo gibt es dann
einen isometrischen Isomorphismus A : LY(X) = LP(X)*.

Beweis. Wie bei den fP-Raumen zeigt man die Existenz einer isometrischen Einbettung
A LX) — LP(X)* .

Das Bild von A ist daher vollstandig, also insbesondere abgeschlossen in LP(X)*. Ware A
nicht surjektiv, gédbe es nach Hahn-Banach eine stetige Linearform F # 0 auf LP(X)*,
welche auf Bild()\) verschwindet [Betrachte dazu den Quotient LP(X)/Bild(\)]. Wie
im letzten Abschnitt gezeigt wurde ist LP(X) reflexiv. Also gibt es ein f € LP(X) mit
irr(x)(f) = F. Es folgt (g, f) = F'(g) = 0 fiir alle g € LY(X). Wegen LP(X) — LI(X)*
folgt daher f = 0. Ein Widerspruch zu F # 0. QED
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Ein zweiter Beweis fiir LP(X)* = LI(X)

Sei X ein kompakter metrischer Raum, I ein Integral auf B = C.(X) = C(X). Per
Definition ist dann xx € C'(X) integrierbar mit endlichem Volumen

wol(X) = I(xxk) < o0 .

Aus xx = |xx|* € L(X) folgt xx € L*(X) fir alle . Insbesondere gilt
Lemma. Ist Fall vol(X) < oo gilt f € LP(X) fiir jede beschrinkte messbare Funktion f.

Lemma. I'm Fall vol(X) < oo gibt es fiir 1 <p < k < oo stetige Einbettungen

LFX)—=IP(X)| , (p<k).

Beweis. Sei p < k=pAund 1/\+1/pu = 1. Fiir f € LF(X) gilt |f|P € L*(X). Also
I = 1A xx) | < Il PP lIx (Holder)
1
oder I(|fP)7 < Ilxxlf - I(1fIF)¥. Also ||f]l, < ¢ ||f|lx fiir eine Konstante c. QED

Satz. Sei X lokalkompakt und abzdhlbar kompakt. Fir 1 < p < oo gibt es dann einen
isometrischen Isomorphismus \ : LY(X) = LP(X)* (sowie X : LY(X)* = L™®(X)).

Beweis. Man hat isometrische Einbettungen A : L4(X) < LP(X)* wie bei den ¢P-Réumen.
Es bleibt die Surjektivitat zu zeigen: Sei F' € LP(X)*.

Fiir eine Folge wy € LI(X) sei vy (x) := sign(wy(x))|wy(z)]9! die assoziierte Folge in
LP(X) wie im ¢P-Fall. Man zeigt dann analog zum (P-Fall (*)

wn,vw)| < [F(on)| = [lwnllq < |1 F]| -

Reduktion auf den kompakten Fall. Angenommen der Satz gilt fiir kompakte Rdume. Es
gibt eine aufsteigende Folge von Kompakta Ky mit X = |Jy Ky. Die Linearform F
definiert Einschrinkungen Fy := F|r2(x ) € (LP(Ky))*. Da Ky kompakt ist, gilt Fy =
Mwp) fir wy € LY(Ky). Wegen wn41(2)|xy = wn(z) 4. verheften sich die wy zu einer
Funktion w € M(X). Aus Fn(vn) = F(vn) folgt [|w], < limsupy ||wnllq < |F|| wegen
(*), also w € LI(X). Es gilt FF = A(w), denn die Linearformen F' und A(w) stimmen auf
dem dichten Teilraum |J, LP(Kn) von LP(X) iiberein.

Der kompakte Fall (p < 2). Dann ist L?(X) < LP(X) eine stetige dichte Inklusion. Jedes
F € LP(X)* induziert daher eine stetige Linearform auf L?(X). Wegen L?(X)* = L?(X)
(Hilbertraum!) gilt F|;2(x)(v) = I(vw) fiir ein w € L*(X) und alle v aus dem dichten
Teilraum L?(X). Fiir jedes N liegt die beschrinkte Funktion wy = sign(w)max(N, |w|)
in L9(X) und die assozierte beschréankte Funktion vy in LP(X). Nach (*) folgt aus

[(ww, vn)| = I(maz(N, [w])?) < F(uy) = I(maz(N, [w])*~w])
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daher |lwyl|ly < ||F|| und damit wegen wy ,* w und Beppo Levi w € LI(X). Es folgt
F = \(w), denn die stetigen Linearformen \(w) und F' stimmen auf dem dichten Teilraum
L?(X) von LP(X) iiberein.

Der kompakte Fall (p > 2). Jetzt gibt es stetige Inklusionen LP(X) — L*(X) — L'(X).
Fir F € LP(X)* (oBdA mit ||F|| < 1/2) gilt |[F(f)| < 3|/ f|,- Fiir kompaktes oder
allgemeiner jedes Y C X mit xy € L(X) gilt daher |[F(xy)| < - vol(Y). Fiir J:=I+ F
folgt fiir Y mit xy € L(X)

% ~vol(Y) < J(xy) < ; ~vol(Y) .

Sei K(X) C L(X) der Verband, der als R-Vektorraum von den Funktionen y g der kompak-
ten Teilmengen E von X erzeugt wird. Dann ist J : K(X) — R eine R-lineare monotone'’
Funktion. Aus der Linearitit und Monotonie von J und wegen J(X) < 3vol;(K) folgt die
||.]|co-Stetigkeit von J:

< TAF) < 5 T0F) < Svols(K) - flle ¥ € K(X).

Da jede stetige Funktion auf X gleichméssiger Limes von Funktionen in K (X) ist (Stetigkeit
auf einem Kompaktum impliziert gleichméssige Stetigkeit,) ldsst J sich stetig zu einem R-
linearen monotonen Funktional auf C'(X) fortsetzen. Nach dem Satz von Dini'! ist J dann
sogar ein Integral, d.h. J ist R-linear, monoton und halbstetig. Weiterhin gilt dann

Ogé-l(f)g,](f)ggl(f) . Y o<fel(X).

Daraus folgt leicht L(X,C(X),I) = L(X,C(X),J). Das heisst, J setzt sich stetig auf
LY'(X) = L(X,C(X),I)/Nullfunktionen fort. Da K(X) dicht in LP(X) C L'(X) liegt und
J — I mit der Einschrinkung von F' auf K(X) ibereinstimmt, folgt aus der Stetigkeit
von J — I (auf L'(X) und damit auch auf den Unterriumen L?*(X), LP(X) etc.) und
der Stetigkeit von F' auf LP(X) die Gleichheit F' = J — I auf LP(X). Also lésst sich F,
genau genommen J — I, auf L'(X) und damit auf den Teilraum L?(X) — LY(X) stetig
fortsetzen. Man schliesst dann weiter wie im Fall p < 2. QED

10 jedes f € K(X) ist eine endliche Linearkombination f = 3 . cpxe fir Konstanten cg € R und
Kompakta £ C X. Fiir Kompakta F1, .., Ey, zerfillt X in die 2" disjunkten Mengen Y7 = [, E; ﬁﬂi¢[ Ef
mit I C {1,...,n}. Fiir das Komplement Y ¢ einer Menge Y C X mit xy € L(X) gilt xye = 1—xyv € L(X).
Wegen xyny’ = min(xy,xy’) und wegen xg, € L(X) fir Kompakta E;, gilt daher xy € L(X) fur
alle Y = Y7. Daher ist jedes f € K(X) eine endliche Linearkombination f = ", dyxy gebildet zu
endlich vielen disjunkten (!) Mengen ¥ C X mit xy € L(X). Aus f > 0 folgt daher dy > 0, also
J(f) =Xy dyJ(xy) > 0 wegen J(xy) > 31(xy) > 0. Ditto 3I(f) > J(f). Bemerkung: Die Y = Y7 sind
im allgemeinen nicht mehr kompakt.

UDini: Ein monotoner Limes fn 7 f stetiger Funktionen f, auf einem Kompaktum X mit stetiger
Grenzfunktion f ist ein gleichméissig konvergenter Limes. d.h. es gilt limy, ||f — fn|lcc = 0. Jedes R-lineare
monotone Funktional J : C(X) — R definiert daher ein Integral.
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Kompakte Operatoren

Definition. Eine stetiger Operator F' € L(X,Y) zwischen Banachrdumen X,Y heisst
kompakt, wenn das Bild F(E) der Einheitskugel F von X relativ-kompakt in Y ist bzgl.
der Normtopologie von Y.

Eine dquivalente Formulierung: Fiir jede beschrdinkte Folge x, € X enthdlt die Bildfolge
F(zy,) eine in (Y, ||.||y) konvergente Teilfolge.

Lemma. Die kompakten Operatoren K(X,Y') definieren einen beziiglich der Normtopologie
abgeschlossenen Unterraum des Banachraums L(X,Y). Fir jeden weiteren Banachraum

Z gilt L(Y,Z) o K(X,Y) C K(X, Z) sowie K(Y,Z)o L(X,Y) C K(X,Z).

Beweis. Fir F, € K(X,Y) mit F,, — F sei z1,z2,.. eine Folge mit ||z,|x < C. Fir
eine Teilfolge :L‘gl),:vgl), .. konvergiert dann die Bildfolge obdA mit ||F} (a:,(ll)) - Fl(xﬁi))n <

(2)) .

2~ min(m.n) - Geht man zu einer weiteren Teilfolge 1‘9),33%2), .. iber gilt oBdA || Fs(xy,

Fg(acg,%))ﬂ < 2~ min(mn) ysw. Fiir die diagonale Teilfolge &, = P gilt
1E(&n) = FEm)ll < 1F = Fil[llgnll + [[Fr(6n) — Fi(&m) | + [ F' = Filll&mll -

Wegen |[F — Fyll = 0, €], [&nll < C und [[F(€) — Fy(En)| < 27™00m0) fiix m,n > k
ist F'(&,) eine CF und damit konvergent in Y. Also ist K (X,Y") abgeschlossen. Die Unter-
raumeigenschaft von K(X,Y) folgt wegen F| + Fy = sumo (F} X Fy) odiag aus den letzten
Aussagen des Lemmas iiber Zusammensetzungen von Operatoren. Diese Aussagen folgen
aber unmittelbar aus der Definition kompakter Operatoren, den {iblichen Eigenschaften
stetiger linearer Abbildungen und der Tasache, dass stetige Abbildungen Kompakta in
Kompakta abbilden. QED

Fredholmoperatoren
Seien X,Y Banachraume.

Definition. Abbildungen F' in L(X,Y) mit
(1) dim(Kern(F)) < oo
(2) dim(Kokern(F)) < oo

heissen Fredholmoperatoren.

Lemma. Der Kern eines Fredholmoperators F' ist abgeschlossen in X.

Beweis. Jeder (!) endlich dimensionale Teilraum A eines Banachraums X ist vollstédndig,
und damit auch automatisch abgeschlossen in X. QED

Bem. Dariiber hinaus besitzt jeder endlich dimensionale Unterraum A ein (nicht eindeutig
bestimmtes) abgeschlossenes Komplement A€ mit X = A® A€ [oBdA zuerst dim(A4) =
1, wo dies sofort aus dem Satz von Hahn-Banach folgt. Betrachte dann den Quotient usw.].
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Lemma. Das Bild F(X) eines Fredholmoperators ist abgeschlossen in Y.

Beweis. F sei injektiv [ersetze sonst X durch X/Kern(F')]. Sei V ein endlich dimensionaler
Unterraum von Y mit F(X)®V =Y. X als Summand ist ein abgeschlossener Teilraum des
Banachraums X @V, und f(x,v) = F(x)+wv definiert eine stetige Bijektion f : X®V — Y.
Diese ist ein Homéomorphismus (Satz von der offenen Abbildung). Also ist f(X) = F(X)
abgeschlossen in Y. QED

Lemma. Sei X ein Banachraum. Firk € K(X,X) ist F' = idx +k ein Fredholmoperator.

Beweis. Aus x € Kern(F) folgt —x = k(z) € k(X). Somit ist die Einheitskugel E von
Kern(F) relativ kompakt in der Normtopologie, also dim Kern(F') < oo.

Bild(F) ist abgeschlossen in X, denn fiir jede konvergente Folge F(x,) = x, + k(z,) — y
in Bild(F), oBdA mit z,, in einem abgeschlossenen Komplement A¢ von A = Kern(F),
bleibt z,, beschriinkt!2. Damit ist oBdA k(x,) — 1 konvergent (k ist kompakter Operator).
Also x,, — x := y —n. Da k stetig ist, folgt k(x) =nund y =z +n =z + k(x) € Bild(F).

Die Einheitskugel E von X/F(X) hat Reprasentanten der Norm < C'in X fiir eine Kon-
stante C' (Satz von der offenen Abbildung) und damit Représentanten in C - k(E) wegen
—z = k(z) — F(z) = k(zx) mod F(X). Da das Bild von C - k(E) in X und damit auch in
X/F(X) relativ kompakt ist, folgt dim(Kokern(F)) < oo. QED

Der Index

Fiir einen Fredholmoperator F': X — Y definiert man den Index

| X(F) = dim(Kern(F)) — dim(Kokern(F)) |

Satz. Sind F: X — Y und G:Y — Z Fredholmoperatoren, dann ist Go F : X — Z ein
Fredholmoperator und es gilt ’ X(GoF)=x(G)+ x(F) ‘

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus der langen exakten Sequenz

0 — Kern(F) — Kern(GoF) — Kern(G) — Kokern(F) — Kokern(GoF') — Kokern(G) — 0.

Satz. Der Index x(F') ist stetig in F.
Beweis. Seien X,Y Banachrdaume und stetige Abbildungen ¢ : V C Y, p: X — W fir
endlich dimensionale Radume V, W. Betrachte Abbildungen

X—=XeV-aYaeW-=Y

123nderenfalls gilt F(£,) — 0 fiir eine Teilfolge der Folge &, = an/||zn. Wegen der Kompakheit
von k konvergiert k(&,) — £ (fir eine Teilfolge). Aus &, + k(§n) — 0 folgt dann £, — —& und damit
F(&) = -+ &=0. Wegen € = lim, &, € A° folgt £ = 0 im Widerspruch zu ||¢]| = 1.
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definiert durch X > z — (z,0), (z,v) — (F(z) + i(v),p(z)) und (y,w) — y fiir ein
F e L(X,Y). Die Komposition ist  — F(z). Die erste und die letzte Abbildung ist
Fredholm vom Index —dim(V') resp. dim(W). Ist die mittlere Abbildung f bijektiv, so
ist f Fredholm vom Index Null. Dann ist der Index der Komposition x(F') die Summe
der Indices, also dim(W) — dim(V'). Beispiel: Sei F' : X — Y Fredholm und (V) ein
Komplement von Bild(F') und p: X = Kern(F)® Kern(F)¢ — W = Kern(F'). Dann ist
die mittlere Abbildung f ein Isomorphismus. Fixiert man V, W, i, p und variert F stetig,
variert die mittlere Abbildung stetig. Zum Beweis des Satzes geniigt daher

Lemma. Ist Z ein Banachraum und f € L(Z,Z) invertierbar, dann ist f — h invertierbar
fiir alle h € L(Z,Z) mit ||h]| < ||f~1|7*.

Beweis. (f —h) = f~to(id— f~'h) und f — h ist invertierbar, falls id — f~'h invertierbar
ist. Es gilt (geometrische Reihe)
(@d—f'm)t = Y ()"
n=0

in dem vollstindigen Raum L(Z, Z), falls || f~th| < || f7Y|||R]| < 1. QED

Fredholm Alternative. Sei X ein Banachraum und F' € L(X, X) ein Fredholm Operator
vom Index x(F) = 0. Dann sind dquivalent

(1) F ist injektiv.

(2) F ist surjektiv.

(3) F ist (stetig) invertierbar.

Beweis. Trivial. Ist F invertierbar, gilt automatisch F~! € L(X, X) wegen dem Satz von
der offenen Abbildung. QED

Jeder Fredholm Operator F' der Gestalt F' = id + k fiir kompaktes k hat Index x(F') = 0,
denn F' =id 4t - k ist eine stetige Familie von Fredholm Operatoren und x(id) = 0.

Eigenwerte und Spektrum

Wie im Fall endlich dimensionaler Vektorrdume ist Eigenwerttheorie am einfachsten im
Falle von komplexen Vektorrdumen. Das gilt ebenso fiir Banachraume.

Definition. Ein komplexer normierter Raum ist ein komplexer Vektorraum, dessen
zugrunde liegender reeller Vektorraum eine Norm ||.|| besitzt mit ||Av|| = |A]-||v|| fur alle A €
C. Ein solcher komplexer Vektorraum heisst vollstédndig (oder komplexer Banachraum),
wenn der zugrunde liegende reelle Vektorraum vollstandig ist.

Alle bisherigen Sétze lassen sich ohne Miihe auf den Fall von komplexen normierten Vek-
torraumen iibertragen. Es gibt eine notwenige, aber sicherlich nicht iiberraschende Modi-
fikation: Der Begriff des Pra-Hilbertraumes resp. Hilbertraumes ist dahingehend zu mod-
ifizieren, dafl man eine positiv definite hermitesche Form (.,.) zugrunde legt anstatt
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einer positiv definiten symmetrischen R-Bilinearform. Damit tibertragen sich auch die Aus-
sagen liber Hilbertradume. Eine Besonderheit in diesem Zusammenhang ist der Begriff der
adjungierten Abbildung, welche wir weiter unten erlautern.

Definition. Sei von nun an X ein komplexer Banachraum und alle Morphismen C-linear.
Fir einen Endomorphismus f € L(X, X) eines Banachraumes X ist das Spektrum

S(fyccC
die Menge aller A € C fiir die X - idx — f nicht invertierbar ist.

Wie im letzten Abschnitt zeigt man mit Hilfe der geometrischen Reihe: Das Komplement
C\ S(f) ist eine offene (I) Menge und S(f) € {A € C | |A| < ||f]|}. Das Spektrum ist
daher kompakt.

Eigenraume. Sei f ein kompakter Operator und A # 0. Dann ist A-idx — f ein Fredholm
Operator wegen A -idy — f = X (idx — A71f), da A~!f ein kompakter Operator ist.
Insbesondere folgt dim(Kern(\-idx — f)) < oo. Fiir A # 0 liefert die Fredholm Alternative:
A€ S(f) <= Kern(\-idx — f) # 0, und dies gilt genau dann wenn der Eigenraum

Xy ={zeX | fx)=X -z}

von Null verschieden ist. Im Fall dim(X) = oo gilt dagegen fiir einen kompakten Operator
f e K(X,X) immer 0 € S(f), wie man leicht sieht.

Korollar. Jeder Figenraum eines kompakten Operators zu einem FEigenwert X # 0 ist
endlich dimensional.

Selbstadjungierte Abbildungen

Ist (X, (.,.)) ein (komplexer) Hilbertraum, dann gibt es fiir jedes f € L(X, X) eine eindeutig
bestimmte Abbildung ff € L(X, X) mit der Eigenschaft

<fT(l‘)7y> = <$7f(y)> ) VJU,yEV.

Man nennt f1 die zu f adjungierte Abbildung. Wie im Fall der transponierten Abbildung
zeigt man || fT|| = ||f||. Es gilt jetzt aber (f1)f = fund (\f4+pg)t = X fT+7-¢' fiir \, u € C.
Gilt f = f1, heisst der Operator f € L(X, X) selbstadjungiert. Fiir selbstadjungierte f
ist (f(x),z) eine reelle Zahl. Figenwerte von selbstadjungierten Operatoren sind reell, d.h.
der Figenraum Xy =0 fir \ ¢ R.

Lemma. Ist f € L(X,X) selbstadjungiert, gilt S(f) C R.

Beweis. Fiir F := f—X-idund A € C\R ist X = Kern(F) = 0 und Bild(F') liegt dicht in
X wegen Bild(F)* = Kern(f—X-id) = 0 [denn 0 = (£, f(z)—\-z) = (f(£)—X-€,2) , Vo =
f(&) = X-¢=0]. Fiir f(x,) — Ax, — y € X ist x,, eine CF, also y = F(z) fiir z = lim,, x,,.
[Sei an, = Ty —x, und m = m(n) > n, dann gilt f(a,)—A-a, — 0. Wegen (f(an), HZ—ZW eR
folgt Im(X) - |an|| — 0] D.h. F ist surjektiv und damit bijektiv. QED
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Lemma. Fiir selbstadjungierte stetige Endomorphismen f eines Hilbertraumes gilt

sup =1 [(f (@), 2)| = || f]]

Beweis. Beachte m := supjj,=1 [(f(2), )| < || f||. Andererseits gilt 4] f|| < 4m wegen

ARe(f(z),y) = (f(e+y), z+y)"—(f(e—y),z—y)* < m(|z+y|*+|lz—yl*) = 2m(|l]*+]y]]*)

und || f[| = supjz=1llf(@)|| = sup|z)=|y|=1/{f (), y)|. Ersetzt man y durch exp(it)-y kann
man namlich oBdA annehmen Re(f(z),y) = (f(z),y). Es folgt || f|| = m. QED

Spektralsatz

Lemma. Ist X ein Hilbertraum und f € L(X,X) ein kompakter und selbstadjungierter
Operator, dann ezxistiert ein Figenvektor von f zum Eigenwert | f|| oder —|| f||.

Beweis. Das letzte Lemma zeigt die Existenz einer Folge x,, mit ||z, || = 1 und

Beachte (f(zy),z,) € R. Also oBdA lim(f(zy,),z,) = m fiir m = £||f||. f ist kompakt,
also konvergiert oBdA die Folge f(z,). Schliesslich gilt |(f(zn), zn)| < || f(@n)|lllznll < || f]]-
Aus [(f(xn),zn)| = ||f|| folgt daher || f(xn)| — || f]|. Zusammen ergibt dies

1 (@n) = m - anll = [ f(@)? + - 20l = 2m{f(20), 20) —> m® +m? —2m-m=0.

Da f(x,) konvergiert, konvergiert dann auch m-z,,. Ist f # 0, dann ist m # 0 und es folgt
Tp — o € X mit f(z) =m-x. Wegen ||z|| =1 ist = ein Eigenvektor. QED

Satz. Sei X ein unendlich dimensionaler Hilbertraum und f € L(X, X) ein kompakter selb-
stadjungierter Operator. Dann besitzt X eine Hilbertraum-Basis bestehend aus Eigenvek-
toren von f. Fiir A # 0 sind die Figenrdume X von f endlich dimensional und genau dann
von Null verschieden, wenn gilt A € S(f). Das Spektrum S(f) ist eine abgeschlossene Teil-
menge des Intervalls [—||f1], || f]|] mit dem Nullpunkt als einzig moglichem Héufungspunkt.

Beweis. Das Orthokomplement Y C X aller Eigenrdume von f ist ein Hilbertraum. Da f
selbstadjungiert ist, zeigt man leicht f : Y — Y. Da offensichtlich die Einschrankung von
f auf Y wieder kompakt ist und f auf Y keine Eigenvektoren mehr besitzt, folgt aus dem
letzten Lemma Y = 0.

Angenommen 0 # X € S(f) wére ein Haufungspunkt von S(f). Dann existiert eine Folge
S(f) 2 An = X € S(f) mit paarweise verschiedenen A, # 0 in (f). Wéhle Eigenvektoren
Ty € X, mit ||z,|| = 1. Da k kompakt ist, konvergiert oBdA die Folge f(x,) — y. Aus
y = lim, Az, und lim, A\, = A # 0 folgt dann die Konvergenz x,, — z. Einerseits gilt
||| = limy, ||2,|| = 1. Anderseits impliziert (x,,z,.1) = 0 dann ||z[|? = lim, (v, Tni1) =
0. Ein Widerspruch. QED
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Bemerkung. Im letzten Beweis wurde benutzt, daf fiir selbstadjungierte Operatoren f

auf einem Hilbertraum X gilt

AFp = (X, X5) =0].

[In der Tat fiir x, € X, und x) € X gilt p(zy, z2) = (f(xn), 2x) = (@4, f(T2)) = My, ).

Also (. — A){(zp, zx) = 0].
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Fourier Theorem

Sei T" = (S')" der n-dimensionale Torus fiir S' = R/27Z. Der Raum T" ist kompakt.
Fiir das Ma$ (27)"dz gilt vol(T") = 1. Die Funktionen e,,(z) = exp(im - x) € L*(T")
fiir m € Z" bilden eine Orthonormalsystem von L?(T"): Die Fourierkoeffizienten f(m)
von f € L%(T")
fom) = @0 [ flayeap(-im - )iz
T

sind fiir alle m € Z" wohldefiniert. Sei L?(Z") der Hilbertraum aller komplexen Folgen
a:Z™ — C mit der Eigenschaft Y, .. [a(m)[* < oo, versehen mit dem Skalarprodukt

(a,b) = a(m)b(m) .
mezn
Im folgenden schreiben wir oft C*(X) fiir C¥(X,C) und L?(X) anstatt L?(X,C) etc.

Fourier Theorem. Die Fourier Transformation f — f definiert einen isometrischen
Isomorphismus von Hilbertraumen

LA(T) = LA(2")

mit der Plancherelformel fiir alle f,g € LQ(T”)

@™ | f@) Z
ez

Beweis. 7Zu zeigen ist, daf die e,,(z) eine Hilbertraum-Basis von L?(T") definieren. Da
T" kompakt ist, liegt C(T™) dicht in L2(T™). Wegen ||l r2¢rn) < vol(T™)Y2| fllc(ray fiir
f € C°(T™) geniigt es daher zu zeigen, dass der Aufspann V' der Funktionen e, (x) dicht
in C(T™) liegt. Letzteres folgt aus dem Satz von Stone-Weierstraf3 wegen e, (z)e,, () =
em+m () und ep(z) = e_p(x), da die e, (x), m € Z™ Punkte in T" trennen. QED

Die Riume L%(Z")

Fiir eine natiirliche Zahl n und eine reelle Zahl s sei L%(Z") der Raum aller komplexen
Folgen b : Z" — C mit >, c7n (1 4+ m - m)*||b(m)||* < oo mit dem Skalarprodukt

(b1, bo)razny = Y (L+m-m)°by(m)by(m) .

mezZm™

L2(Z") ist als Hilbertraum isometrisch isomorph zu L?(Z") vermége
ps: L2(Z™) 3 b(m) — a(m) = b(m)(1+m?)*? e L2(Z") .

Die natiirliche Paarung L?(Z") x L2 [(Z") — C definiert durch (b, c)s = Y, c7n b(m)c(m)
induziert einen Isomorphismus

LAz = L2 (Z"),
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was leicht mit Hilfe des kommutativen Diagrams
LX(Z") x L2 (Z")—— C
L*(Z") x L*(Z") —— C

auf den Fall s = 0 zurtickgefithrt werden kann.
Die Komplettierungen H*(T")

Bemerkung. Fir jede natiirliche Zahl k gilt
feC®(T) = (1+A)rfeceT) c LT

fiir den Euklidschen Laplace Operator

n

A=) o2
v=1
Aus 8/,,7'(771) = im,, - f(m) fiir ¢ € C°°(T") folgt ((1 jA\)kLp)(m) = (1+m?)*. $(m). Fiir
alle k gilt daher (1 +m?2)*f(m) € L?(Z") und damit

Cr(f)

VfeC™(T), Yk 3Cu(f): ’f(m)fﬁm‘

Die Fourierkoeffizienten einer Funktion ¢ € C°°(T™) klingen daher rasch ab. Mit Hilfe
der Fourier Transformation f(z) — f(m) konnen wir somit C*°(T") fiir jedes s € R als
Teilraum von L2(T") auffassen

is : OX(T") = LIZ") , is(H=1[.

Da die Basisfunktionen e, (z) in C*°(T") liegen, enthélt das Bild von C*°(T") den dichten
Unterraum von L2(Z") aller Folgen mit endlichem Triiger. Es folgt

Definition. Die Komplettierung H*(T™) des Pra-Hilbertraumes C*(T") versehen mit
dem Skalarprodukt

(f,9)msny = Z (1+m-m)* f(m)g(m)

mezZm™

ist isomorph zu L2(Z"™). Die Abbildung i : (z) — f(m) setzt sich daher von C°(T") aus
fort zu einem isometrischen Isomorphismus

is s HS(T") = L*(Z").
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Lemma. Man erhdlt ein kommutatives Diagram mit einem vertikalen Homdéomorphismus
auf der rechten Seite

O (T H*T2(T") 5 12, (Z7)
1+Ai > 14+A gi1+m2

Y .
O (T") = H*(T") —— L3(Z")

Beweis. Die Abbildung b(m) ~ (1 + m?)*1752)/2p(m) induziert Isometrien L2 (Z") =
L2 (Z™). Dies definiert den rechten vertikalen Isomorphismus und induziert einen Isomor-
phismus in der Mitte. Dieser wird der Einfachheit halber mit 1 + A bezeichnet, denn

er stimmt auf dem Teilraum C*°(T™) C H*(T™) mit diesem Differentialoperator iiberein.
QED

Die Paarung I;

Zwar ist jeder der Hilbertraume H*(T") selbstdual, aber man hat zusétzlich eine natiirliche
Paarung

I, H*(T") x H%(T") - C
definiert fir f € H*(T"),g € H *(T") durch I(f,g) :== >, is(f)(m)(i—sg)(m). Mit I,
kann man oft einfacher Rechnen als mit dem Skalarprodukt der Hilbertrdume H*®(T™).
Wegen der Plancherel Formel gilt ndmlich auf den Teilrdumen C*°(T™)

I(f.9) = @2m)™" [y f(@)g(2)dz| ,  f,g€C™(T").

Fiir s > 5 gilt diese Formel auch fiir alle f € C°°(T") und alle g € H*(T") < C(T"). Dies
folgt durch stetige Fortsetzung, da C°°(T™) dicht in H*(T") liegt.

Lemma. Fir alle f € H=5t2(T") und ¢ € C™(T") oder allgemeiner ¢ € H*(T™) gilt

L, (1+ D) f) = Lia0((1+ A)'p, f) ]

Beweis. Durch Ubergang zu L? +00(Z") und L2(Z™) wird dies unmittelbar evident. QED

Lemma. Die Paarung Is induziert Isomorphismen

pet BT = HNTY| L pg(w) = L. 0) -

Beweis. Dies folgt sofort aus der entsprechenden Aussage L2(Z")* = L% (Z") und der
Isomorphie H*(T™) = L2(T"). QED
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Sobolevraume

Notation. Fiir ¢ € C°°(T") definieren wir |9%¢| durch [0%p|? := D=1 D= |0 9j,¢|%.
Fiir f,g € C*°(T") und k € N definiert man die Sobolevnormen HfH%V,C(Tn) mit Hilfe des

Skalarproduktes
k

(f 9 wrny = Z (0'f,0"g) 121 -

=0
Dieses Skalarprodukt macht C°°(T") zu einen Pri-Hilbertraum mit der Norm || f{|yyx ()
definiert durch || f Hwk ™y = EZ 0(2m)™" [ [0%¢|?dz. Die Vervollstéindigung als Hilber-

traum ist der sogenannte Sobolevraum W*(T").

Lemma. Fir k € N ist auf CF(T") die Norm £ 1| g (pmy ciquivalent zur Sobolevnorm,
| fllw(rny und zur Norm

k
1A = D10 fll2cn) -
=0

Beweis. Zf:o 10 fll 21y ist offensichtlich Aquivalent zu der Norm | f lww(rny. Die Ab-
schitzung || f H%Ik(ﬁrn) < max; (z) Ilf ”W’v(ﬁrn folgt leicht aus der Plancherel Formel und

(14 m?)* < max; (]f) : Zf om? in Termen der Fourier Transformierten f. Partielle Inte-

gration gibt fiir Hfﬂwk (T™) die Formel Zf:o DD Z]Z_l( f [)r2(rmy. Es folgt
Il f Hwk ny < I £I1? bk (pny €TREUt mit Hilfe der Fourier Transforrnatlon, welche die Aussage
auf Y8 ((m3 +---m2) < (14 3, m?)* reduziert. QED

Aus (2m) ™" [, |0%0(x)Pde < maxger |07p(x)]? folgt

k
lellnceny < max () lellwrceny < const. - ellongen
auf C*(T™). Hierbei sei die Norm auf C*(T") gleich | fllerrny = Zi‘c:o supgern (|0 f(z)]).

Fiir alle natiirlichen Zahlen k setzt sich daher die Abbildung is; von C*°(T"™) fort zu stetigen
injektiven C-linearen Abbildungen

(CH(T™), || llgr(pny) = HE(T™) | (£=0,1,2,...) .

Offensichtlich hat man fiir s; > s9 eine stetige Inklusion H*'(T") — H?*2(T"), welche auf
C*°(T™) die identische Abbildung induziert.
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Sobolev Theorem

Einbettungssatz von Sobolev. Fiir jedes k € N und jedes £ > k + 5 in R gibt es eine
stetige lineare Finbettung

HY(T™) < CK(T™), ||l ot (7))

welche auf C*°(T") die identische Abbildung ist.

Beweis. c(n,e) =Y., (1 +m?)™"/27¢ < const. + vol(S"7) [ o, r~/275r"Ldr < oo fiir

r>1
jedes € > 0 und die Schwarzsche Ungleichung zeigen

(I +m5)° < ) SN+ m?) T = elne) U sy regr

fiir alle f € C*°(T"). Also geniigt ||f[lck(m) < ¢ - S 1 Fm)|(1 + m2)§. Ahnlich wie
im Beweis des letzten Lemmas reduziert man dies leicht auf den Fall k = 0. Fir k = 0
zeigt > |f(m)| < oo fiir alle f € C°(T") dann: f(x) = >, f(m)exp(im - x) ist ein
absolut und gleichméssig konvergenter Limes der stetigen Funktionen f(m)exp(im - x) auf
dem Kompaktum T", also eine stetige Funktion auf T" mit || f||co(rn) = supzern(|f(2)]) <
dom |f(m)| < e(n,e)V/? . £ || grn/24e(pny. Damit ist fiir alle k und f € C°°(T") die Ungle-
ichung || flcx(rny < e(n, 8)1/2'”fHHn/2+5(']Tn) gezeigt. Die identische Abbildung von C*°(T")
setzt sich daher zu einer stetigen linearen Abbildung H*+2+¢(T") — C*(T") der Komplet-
tierungen fort. Fiir Elemente b im Kern dieser Abbildung ist f(z) =), b(m)en(x) =0
und daher b(m) = [1. f( (x)dx = 0 fir alle m € Z", d.h. b=0. QED

Zusammenfassung. Ist / eine natiirliche Zahl £ > k+ %, dann hat man stetige Inklusionen

CHT") — HY(T") — CH(T")|,

deren Zusammensetzung die natiirliche Inklusion C*(T™) C C*(T™) ist.

Satz von Rellich. Fir so > s1 in R ist die von der Identitit auf C*°(T™) induzierte
Abbildung i : H*2(T™) — H*'(T") ein kompakter Operator

isy is
H#(T")—> H™(T")

Beweis. Sei E*> = EZ, die Einheitskugel in H*?(T™). Zu zeigen ist: Der Abschluss K
des Bildes von i(E*?) in H*'(T") ist kompakt. K ist abgeschlossen, also ein vollstindiger
metrischer Raum. Es geniigt daher die Prakompaktheit von K zu zeigen, d.h. fiir jedes
e > 0 die Existenz einer endlichen Uberdeckung von K durch offene Kugeln vom Radius
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e in H*1(T"™). Wéhle dazu ein N = N(¢) € N mit N*17°2 < ¢/2. Zur Vereinfachung der
Notation sei T = T!.

Der Teilraum {f € H**(T!) | f(~N) = --- = f(N) = 0} hat endliche Kodimension in
H#2(T'). Sein Schnitt mit E%2 sei Ay. Das Orthokomplement (Ay)* ist ein Vektorraum
der Dimension < 2N +1. Nach Wahl von N folgt aus der Definition (!) der Sobolevnormen

(B2 NAN) © B2y, -, Ni(AN) C EJ), .

Andererseits gilt £%2 C (E%2 N Ay) x E%2 N (Ayx)*. Das Bild von E%2 N Ay ist enthalten
in E§}2 Aber E*2 N (An)* ist kompakt wegen dim(Ayx)t < oo ebenso wie sein Bild
in H1(T'). Das Bild lisst sich daher durch endlich viele offene Kugeln vom Radius <
£/2 mit gewissen Mittelpunkten z, tiberdecken. Also wird das Bild von E*®? durch die
enstsprechenden offenen Kugeln vom Radius € mit den Mittelpunkten 0 x z, tiberdeckt

(Dreiecksungleichung). QED
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Verallgemeinerte Funktionen

Fiir eine C°°-Mannigfaltigkeit M nennt man CS°(M) den Raum der Testfunktionen.
FEine verallgemeinerte Funktion F' auf M ist per Definition eine R-Linearform

F: CX(M)—R.
Garbeneigenschaft. Die verallgemeinerten Funktionen F(M) auf M definieren eine
Garbe. Fiir jede offene Teilmenge U C M gilt in kanonischer Weise C2°(U) C C°(M).
Dies definiert eine Einschrinkung res? : F(M) — F(U). Sei M = {J,c; U; eine offene
Uberdeckung von M. Dann folgt F' = 0 aus res{‘]{(F) = 0 gilt fir alle ¢ € I. [Benutze

C*°-Partition der Eins zu dieser Uberdeckung.] Weiterhin: Fiir verallgemeinerte Funtionen
Fy auf U gilt

resgm/(FU) = resng(FV) VUVel—= 3IFeFM) res%(F) = Iy .

Beweis: Setze F(p) := Y .2, Fy,(¢ - ¢i) fir eine C*°-Partition der Eins ), ¢; = 1 mit
supp(pi) C U; € I. Offensichtlich ist F' eine verallgemeinerte Funktion auf M mit
resM (F) = Fy. Dies zeigt die Garbenaxiome. QED

Man kann verallgemeinerte Funktionen daher lokal studieren und dabei annehmen M sei
eine geeignete offene Teilmenge von R™. Der Trager supp(F') einer verallgemeinerten
Funktion ist definiert als Komplement der offenen Menge aller Punkte z € M, fiir die es
eine offene Umgebung U C M gibt mit der Eigenschaft F(¢) =0,V ¢ € C°(U). Sei U das
Komplement von supp(F'), dann gilt F'(p) = 0 fir alle p € C°(U). Der Triager supp(F')
einer verallgemeinerten Funktion F' ist per Definition abgeschlossen.

Ableitungen. Ist M eine offene Teilmenge des R™ oder des Torus T", kann man die
Ableitung einer verallgemeinerten Funktion F' € F(M) definieren durch

OF(p) = —F(0ip)]-

Das Vorzeichen wird verstandlich, wenn man beriicksichtigt, dass man stetige Funktionen
f € C(M) — oder sogar allgemeiner Funktionen in L} (R™), welche lokal auf Kompakta K

in L'(K) liegen beziiglich des standard Lebesgue Masses von R oder T" — als verallge-
meinerte Funktionen Fy.q, € F(M) auffassen kann vermaoge

Fra(p) = [ye@)f(x)dz| . fe Ly R") .

Verallgemeinerte Funktionen F' auf M von dieser Gestalt F' = Fy.4, nennt man glatt im
Falle f € C°°(M). Durch partielle Integration sieht man fiir glatte F' = F.4,

O0iFfaz = Flo,f)ds -

Sei FF'e€ F(M) und f,g € C*®°(M). Dann ist f- F(p) := F(f-¢) in F(M), und es gilt
[+ Fyde = Fifg).dx- Dies macht F(M) zu einem C°°(M)-Modul.

Direktes Bild. Eine stetige Abbildung g : M — N zwischen C'*°-Mannigfaltigkeiten heisst
eigentlich, wenn das Urbild kompakter Menge kompakt ist. Ist I ein Radon Integral auf M
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und ist g eigentlich, dann ist F' = ¢, (I) definiert durch g.I(¢) = I(g*(p)) eine verallgemein-
erte Funktion auf N. Fiir eine eigentliche C*°-Abbildung g gilt ¢g*(¢) = ¢(g(z)) € C(M)
fir o(y) € C°(N). Jede verallgemeinerte Funktion F' auf M definiert daher eine verall-
gemeinerte Funktion g, F auf N durch ¢, F(¢) = F(g9*(¢)). Fir offene Teilmengen M und
N Euklidscher Rdume folgt dann aus der Kettenregel

5.0F) = Y20 o5

Homogenitit. Sei M = R™ oder R"\ {0} und g; : M — M die Abbildung g;(z) = g(t~'z).
Man sagt F' ist homogen vom Grad o € R, wenn g F = t“ - F gilt fir alle t > 0 in R.
Beispiel: Ist F' homogen vom Grad «, dann ist 9;F homogen vom Grad o — 1. Die
Distribution Fja.g, ist homogen vom Grad n + a.

Distributionen auf R™ oder T"

Sei M eine offene Teilmenge von R™ oder T". Sei k¥ € N und K C M kompakt. Zur
Erinnerung: CF (M) C C*(M) (k-mal stetig partiell differenzierbare Funktionen auf M
mit Triger in K). Wir versehen C% (M) mit der Einschrinkung der C*(M)-Norm!3

lelleg ary = i supeex(10'e(x)]) |-

Hierbei ist \VifP = 2?1:1 : 2221 |8j1 e '8jif‘2‘

Definition. Eine Schwartz Nullfolge ¢,, ist eine Folge von Funktionen ¢, € C°(M)
mit der Eigenschaft on € C3P (M) fir eine feste kompakte Teilmenge K C M so dass fir
alle k € N gilt

||80m||c§<(M) -0 , (VkeN).

Definition. Eine verallgemeinerte Funktion F' € F(M) fir M = R™ oder M = T" nennt
man eine Distribution, wenn folgendes gilt: Fiir jede Schwartz Nullfolge ., € C°(M)
gilt

’limmF(gom) = O‘.

Beispiel 1. Die verallgemeinerte Funktion dy mit Trager {0}
do(¢) :== ¢(0) , (Dirac Distribution)
ist eine Distribution, denn |p(0)] < \|¢||C%(M) < ||g0HC§(M) fiir alle K und k, und &g ist

homogen vom Grad O.

L3Man kann zeigen, dass die Riume C% (M) vollstandig sind. Durch den Hauptsatz fithrt man das auf
den Fall k = 0 zurtick (siehe Skript Analysis II).
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Beispiel 2. Fiir f € L}, (M) ist Fy.q4; eine Distribution, denn

£ @)ld - mae ()] < C- el any < C - Il qan

|Frae(0)] < /

zeK
gilt fiir alle K, k mit der Konstante C' = || f|| 11 (k). Weiterhin definiert jedes Radon Integral
auf C.(M) eine Distribution auf M. Allgemeiner: Sei g : M — N eine eigentliche stetige
Abbildung und I ein Radon Integral auf C.(M), dann definiert F' = g, (I) eine Distribution
auf N.

Beispiel 3. Ist F eine Distribution, dann auch die Ableitung 0;F' fir alle i. Dies folgt
unmittelbar aus der Definition wegen || — 6¢@||C§<(M) < ”QDHCIchl(M).
K

Beispiel 4. Ist I’ eine Distribution auf U C R”, V offen in R™ und g : U — V eine
eigentliche C*°-Abbildung, dann ist g, F eine Distribution auf V. [Beachte ||¢(g(z))|| »
ke

LK)
lasst sich mit Hilfe der Kettenregel durch C - H‘P(Z/)Hcf( abschétzen. Somit bildet ¢* :

CR(V)— Cooy K)(U ) Schwartz Nullfolgen auf Schwartz Nullfolgen ab.]

Beispiel 5. Ist F' eine Distribution und f € C*° (M), dann ist auch f-T eine Distribution.
Ist ndmlich ¢,(x) eine Schwartz Nullfolge, dann auch f(x)¢,(z). Beachte f - T(p) =
T(f - ). Es folgt daher mit demselben Argument wie fiir verallgemeinerte Funktionen

Lemma. Die Distributionen bilden eine C%7-Moduluntergarbe D der C%7-Modulgarbe F
der verallgemeinerten Funktionen auf M.

Eine Distribution F' heifit von endlicher Ordnung, wenn sie die Ableitung F' = D(Fy)
einer "stetigen” Distribution Fy, f € C(M) ist fiir einen Differentialoperator D = Z\ilé L @i0
mit konstanten Koeffizienten a;. Es folgt

Lemma. FEine verallgemeinerte Funktion F', deren Einschrinkung auf C38 (M) von endlicher
Ordnung ist fiir jedes Kompaktum K C M, ist eine Distribution.

Hiervon gilt auch die Umkehrung: Ist F' eine Distribution und K ein Kompaktum, dann
ist F' von endlicher Ordnung auf Cx(M). [Wahle f(z) € C°(M) mit f|x = 1, dann ist
Y F eine Distribution mit kompaktem Tréger (Bemerkung 3) und stimmt auf C3° (M) mit
F iiberein. Aus dem Satz im néchsten Abschnitt folgt daher, dafi die Einschrankung von
F auf C2(M) von endlicher Ordnung ist.]
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Eine Charakterisierung von Distributionen

Satz. Eine verallgemeinerte Funktion F auf C°(R™) mit kompaktem Trager K ist genau
dann eine Distribution, wenn F von endlicher Ordnung ist.

Beweis. Wir miissen zeigen, dafl jede Distribution mit kompaktem Trager K von endlicher
Ordnung ist. Wahle K c U € K’ C R"™ mit U offen und K’ kompakt und eine Abschnei-
defunktion ¢ € C%, (M), welche identisch 1 ist auf K. Beachte F' =1 - F. OBdA liegt K’
durch Reskalieren im Inneren des Standardquaders [—7, 71]™ und kann daher als kompakte
Teilmenge von T" aufgefasst werden. Sei ¢ durch Null auf T" fortgesetzt, dann definiert
F(p) = F(1 - ) eine Distribution auf T" mit Trager in K, welche auf Cx (M) mit F
iibereinstimmt. Es geniigt daher zu zeigen, dafl F von endlicher Ordnung ist. Da T" selbst
kompakt ist, kann man dazu obdA annehmen K = M = T".

OBdA sei also F eine Distribution auf M = T". Fir jede Folge ¢, € C°°(M) mit
limy, [[omllorry = 0 fiir alle k gilt also F(¢m) — 0. Aus der Definition der Normen
[l ary folgt fiir p € C°°(M)

‘H‘P”C’“(M) < llellemary > (Ym> k)‘.

Lemma. Sei M = T". Fir eine Distribution F auf M gibt es eine natirliche Zahl
k = k(F) und eine Konstante C = C(F) so dass fiir alle o € C*°(M) gilt

()l < C-llellorary -
F setzt sich zu einer stetigen Linearform auf H¥(M) fort, weil C>(M) dicht in H*(M)
liegt und auf C>°(M) die Norm ||. || gr(ps) dquivalent ist zu |[.[[cr(pry- D.h. es existiert eine
natiirliche Zahl k = k(F) mit F € H¥(M)*. Wegen H'(M) — H*(M) fiir £ > k gilt

F € HY(M) | , Ve>k(F).

Beweis. Wire die Behauptung nicht richtig, existiert fiir jedes k£ und C ein ¢ ¢ € C*°(M)
mit [F(pr)] > C-ll@lleran- Setze Cp = k und ¢ = ¢, OBAA dann [F(pg)| = 1
durch Multiplikation von ¢y mit einem Skalar, also |[@mllcrary < llomllemary < 1/m fiir
alle m > k. Damit ist ¢, eine Schwartz Nullfolge. Es folgt F(¢,,) — 0 im Widerspruch
21 |P(pm)| = 1. QED

Beachte F' € H(T™)*. Sei oBdA ¢ > 5. Die Paarung I, induziert einen Isomorphismus
HYT")* = H~*(T") und somit gilt fiir ein 1 € H*(T")
F(p) = I(p,v) firalle ¢eC®(T")

Beachte ¢ = (1 + A)‘f fiir ein f € HYT"). Wegen ¢ > 2 folgt aus dem Sobolev
Einbettungssatz HY(T") < C(T"), also f € C(T"). Aus F(p) = L(p, (1 + A)'f) =
I (14 Ao, f) = Fr((1 + A)byp) folgt daher F = (1 + A)‘F; fiir die stetige Funktion
feC(T). QED
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Distributionen mit Trager in einem Punkt

Der Raum der Distributionen auf R™ mit Tréger in einer abgeschlossenen Menge A ist
ein C*°(R"™)-Modul und unter Ableitungen abgeschlossen [Gilt F(¢) = 0 fir alle ¢ €
C.(R™\ A), dann gilt auch 0,F(¢) = —F(9;¢) = 0 fiir alle p € C.(R™\ A).]

Fiir einen Differentialoperator D = >, a; - 0" mit konstanten Koeffizienten a; ist daher
die Ableitung der Dirac Distribution

F = D(5)

eine Distribution mit Trager im Nullpunkt. Fir das Ideal m = (z1,...,2z,) im Ring

C.(R™) gilt ausserdem
fiir alle g € m**+1 |

d.h. F definiert eine Linearform auf C2°(R™)/m**!. Da alle Ableitungen von g € m*+!
bis zum Grad k im Punkt Null verschwinden, folgt dies aus der Leibnitz Formel und

g-F(p) =3 b_ga,(~1)0" (g0)(0) = 0.

Umkehrung. Jede Distribution F mit der Eigenschaft g - F = 0 fiir ¢ € m**! ist von der
Gestalt F' = D(dy) fiir ein D = Y, a;0" mit konstanten Koeffizienten [Taylor Approxi-
mation zeigt, dal C°(R™) als Vektorraum von m**! und den Polynomen vom Grad < k
augespannt wird. Eine Distribution F mit der Eigenschaft g- F = 0 fiir ¢ € m**! ist daher
durch ihre Werte auf den Polynomen vom Grad < k bestimmt. Aus Dimensionsgriinden
folgt daraus F' = D(dp) fiir ein D wie behauptet. In der Tat ist die Zahl linear unabhéngiger

Polynome vom Grad < k und Differentialoperatoren D vom Grad < k dieselbe.]

Lemma. Die Distributionen F auf R™ mit Trdager in einem Punkt {xo} sind gerade die
Ableitungen D(04,) der Dirac Distribution 04, fir Differentialoperatoren D mit konstanten
Koeffizienten.

Beweis. OBdA sei 9 = 0. Fiir eine Distribution F' mit Trager in 0 geniigt es g- F = 0
zu zeigen fiir alle g € m! (und geniigend groBes [). Als Distribution ist F' von endlicher
Ordnung in einer Vollkugel K vom Radius r > 0, also F(p) = [, f(x)D(p)(x)dx fir
einen Differentialoperator D vom Grad < k und eine stetige Funktion f, zumindest fiir
alle p € CE(R™). Da F Triger in 0 hat gilt F(¢) = F(¢(§)e) fiir alle 0 < ¢ < 1 und jede
Funktion ¢ € C%°, die konstant 1 in einer Umgebung von Null ist. Sei g € m!, dann gilt
ebenfalls

I F() =g F@(e) = [ F@Da@pa))ds = ¢ [ f(ta) Ditw(@lg(tayplat))da

Fiir die Integration im ersten Integral ist oBdA = € supp(y(%)) C t - supp(v)) C tK. Wir
konnen oBdA annehmen, da8 g ein Monom vom Grad [ ist, also g(tz) = t'g(z). Desweiteren
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hat t*D; = Y oi<k a;tF 19" konstante Koeffizienten, welche Polynome in ¢ sind. Es folgt

lg - F(p)| St”"k/Klf(th)\ (" D) ((x)g () p(t2)) | da -

Der Integrand kann fir festes ¢, g, 1 durch ein Polynom in ¢ abgeschéatzt werden. Im Limes
t—0folgt |g- F(p)| =0, falls { > k —n. Fur | > k — n gilt daher g- F' = 0. QED

Beispiel. Die Funktion f(z) = -1 € C*°(U) fiir U = R™ \ {0} liegt in L}, (R"). Eine
leichte Rechnung zeigt Af = 0 auf U. Die Distribution A(FY}.q,) hat also Tréger in {0}.
Es gibt also ein k und Konstanten a; mit

1
Ff dw Zal 5(1 ) = m € Llloc(Rn) :
i<k

Die linke Seite ist homogen vom Grad Null, denn A ist homogen vom Grad —2 und ( ——)dx
ist homogen vom Grad 2. Die Summanden der rechten Seite sind homogen vom Grad —1.
Der Vergleich zeigt a; = 0 fiir |i| > 0. Das heisst die rechte Seite vereinfacht sich zu ag - dg
fir eine Konstante ag

A(Ffdx) =ap - 50 s f(l’) loc(Rn) .

Bemerkung!'*: Es gilt ag = (n—2)vol(S) fiir das Volumen der Euklidschen Einheitssphiire
S im R™. Beachte vol(S) = n - vol(E) fir die Einheitskugel £ C R™.

Faltung

Seien g, f € C®(M) fir M = R™ oder T". Besitzt eine der Funktionen f,g kompakten
Tréger auf M, dann ist die Faltung g * f € C*°(M) definiert durch

(g% f)x) == [ 9(x—y)fy)dy|.

Die Substitution y — x —y zeigt fxg = g* f. Analog zeigt man (f*g)+xh = f*(g=*h), falls
mindestens zwei der drei Funktionen f, g, h kompakten Tréager besitzen. Aus dem Satz von
der dominierten Konvergenz folgt leicht 0;(g * f) = (0;g) * f = g * (i f).

Ist f € C°(M) und F eine verallgemeinerte Funktion auf M, dann ist die Faltung F x f
erkldrt als Funktion (nota bene nicht als verallgemeinerte Funktion !) durch

(Fxf)y) = Fh) , h)=fly-a)|.
Insbesondere ist damit Fy.q, * f = [,, 9(x)f(y — x)dx, also Fy.gp * f = g* f.

Beispiel. Fiir die Dirac Distribution F' = dg gilt dp * f = f.

HMEs gilt app(0) = [ M (Ap(z))dz fiir alle ¢ € Co(R™). Sei ¢ € C°(R™) mit 0 < (z) < 1 konstant 1
fiir alle Punkte  mit d(z,0) < 1. Beachte ©m () = Y(ma)exp(—r?) konvergiert gegen exp(—z?) so dass
[ Aexp( ))dm = hmmfr "(Apm(z))dr = ao. Benutze | [17*7"A(l — @m(z))exp(—2?))dz| <
2 lil<e |m? f|x\>m x)Aexp(—2?)|de fiir beschriinkte stetige Funktionen b;(x) auf R". In Polarkoordinaten

gibt dies —ao = vol(S) [ _ (47 — 2n)exp(—r?)rdr = vol(S) [,. (2t — n)exp(—t)dt = (2 — n)vol(S).

r>0(
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Lemma. Es gilt F'x f € C®°(M) und 0;(F % f) = F * (0;f) fir Distributionen F und
feCx(M). Hat F ausserdem kompakten Trager, so ist F x f € C°(M).

Beweis. Sei A = supp(f) der kompakte Trager von f und sei F' eine Distribution mit
kompaktem Tréger K, dann ist der Trager von (F * f)(y) enthalten in dem Kompaktum
K + A. Die Glattheit von F * f ist eine lokale Aussage und man kann daher y € A
annehmen fiir ein geeignetes Kompaktum. Wegen F = ) F; mit Distributionen F; und
supp(F;) € {x | ¢ < |jz|| < i+ 2} (Partition der Eins) gilt (F * f) = >.(F; * f)(y) und
(F; % f)(y) = 0 fiir fast alle 4, falls y € A. Daher ist oBdA F = F;.

Habe also oBdA F kompakten Trager und damit ist oBAA M = T™. Unter dieser Annahme
existiert ein k > 2 mit |F'(p)| < const. - Hcp||c§<(M). Es geniigt jetzt zu zeigen, dal F x f

differenzierbar ist mit 0;(F'x f) = F'x(0;f), denn rekursiv folgt daraus dann F'x f € C°(M).
Sei dazu t,(f)(z) = f(z + a). Es gilt'®

£y +a—a) = Fy—2) = dF(y—2)- aller o < IFlocsaan - ol
fir alle ¢ =0,1,2,.... Also |(F*f)(y+a)—(Fxf)(y)—Fx(df-a)| = |F(ta(h)—h—dh-a)| <
const - ||tq(h) — h — dh - a|]c§((M) < const||f||ck+2 : ||a||125,ukl fir h(x) = f(x —y). Der

Limes ||a|| — 0 existiert. Also ist (F' * f)(y) stetig d1ffenz1erbar und 0;(F * f) = F % (0;f).
QED

Benutzt man jetzt noch 9;(F'x f) = F(0;h) fir 0;h(y) := (0/0yif)(y—x) = —0/0x; f(y—x),
folgt

O0(F * f) = F « (0,f) = (0iF)  f|.
Somit gilt D(F'x f) = DFx f fiir jeden Differentialoperator D mit konstanten Koeffizienten.

Beispiel. Fiir F' = F,2-n 4, und g € C°(R") gilt
—A(F xg) = (n—2)vol(S)-g .

Ubungsaufgabe. Zeige (Fxg)x f=F=x(gxf) fiir Distributionen und f,g € C°(M).

150BdA ¢ = 0 und # = 0. Beachte dazu dann f(y + ta) — f(y) — df (y) - ta = a'Hess(f)(¢)a fiir ein
¢ € M, was man leicht auf den eindimensionalen Fall zuriickfiihrt. Den eindimensionalen Fall zeigt man
durch zweimaliges Anwenden des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung.



